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ПРЕДИСЛОВИЕ

Настоящее пособие содержит обширный заданный материал 
по всему курсу геометрии от 7-го до 11-го класса.

Задачи в каждом параграфе скомпонованы по темам и груп­
пам сложности. Первая и вторая группы каждого параграфа со­
держат задачи минимальной сложности. Для решения этих за ­
дач достаточно уметь применять основные геометрические фак­
ты и использовать простейшие алгоритмы. Это продиктовано 
разделом программы по математике «Требования к математиче­
ской подготовке учащихся» (Программы общеобразовательных 
учреждений. Математика.— М.: Просвещение, 1996).

Третья и четвертая группы задач каждого параграфа пред­
ставляют задачи средней степени сложности. Для их решения 
необходимо небольшое отклонение от непосредственного приме­
нения знаний, умение делать простые обобщения.

Пятая и шестая группы задач каждого параграфа предназ­
начены для наиболее подготовленных учащихся. При решении 
этих задач требуется уметь применять знания в усложненных си­
туациях, иметь достаточно высокий уровень развития вычисли­
тельных навыков и навыков проведения алгебраических преоб­
разований. Задачи пятой и шестой групп в большей степени, чем 
задачи предыдущих групп, опираются на предшествующий мате­
риал курса. В некоторых параграфах имеются седьмая и вось­
мая группы задач, отмеченные знаком «*». Эти задачи носят 
творческий характер. При их решении приходится анализиро­
вать сложные нестандартные геометрические ситуации, самосто­
ятельно открывать новые факты, устанавливать отношения меж­
ду различными элементами. Эти задачи могут использоваться во 
внеклассной работе.

Задачи в параграфах расположены парами. Так, задачи 1, 3, 
5, 7-й групп аналогичны по сложности задачам 2, 4, 6, 8-й групп 
соответственно. Такое расположение задач удобно для составле­
ния вариантов проверочных работ, распределения упражнений 
для классных и домашних заданий.

По каждой теме в пособии приведены контрольные задания. 
Эти задания состоят из наиболее типичных задач данной темы.
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Кроме того, в каждом задании имеется задача повышенной 
трудности, обозначенная знаком «*». Эти задачи, как правило, 
не требуют проведения сложных вычислений и алгебраических 
преобразований. Они проверяют умения применять знания в не­
стандартной ситуации.

Предполагается, что контрольные задания помогут учителю 
организовать тематический учет знаний по геометрии. Для удоб­
ства составления вариантов каждое из заданий разбито на груп­
пы. В каждой из групп помещены задачи примерно одинакового 
уровня сложности.

В конце пособия приведены ответы, даны указания к зада­
чам, которые могут вызвать затруднения, и помещены решения 
наиболее сложных задач первой части пособия.

Данная книга есть результат многолетней работы авторского 
коллектива по организации методического обеспечения препода­
вания геометрии в г. Санкт-Петербурге и Нижегородской об­
ласти.



НАЧАЛЬНЫЕ ГЕОМЕТРИЧЕСКИЕ СВЕДЕНИЯ

$ 1. ТОЧКИ, ПРЯМЫЕ, ОТРЕЗКИ, ЛУЧИ

1.1. 1) Проведите прямую и обозначьте на ней точки Е и 
Р. Отметьте на этой прямой точку Л, лежащую между точ­
ками Е и Ру и точку К так, чтобы точка Р лежала между 
точками А и К.
2) а) На рисунке 1 найдите все лучи с началом в точке К . 
б) Каким отрезкам с концами в обозначенных точках 
(рис. 1) принадлежит точка /С?

1.2. 1) Проведите прямую и обозначьте на ней точки М и 
N. Отметьте на этой прямой точку I), лежащую между точ­
ками М иЛ/, и точку Е так, чтобы точка М лежала между 
точками Е и О.
2) а) На рисунке 2 найдите все лучи с началом в точке С. 
б) Каким отрезкам с концами в обозначенных точках 
(рис. 2) принадлежит точка С?

1.3. 1) Отметьте три точки. Проведите все прямые, проходя­
щие через пары этих точек. Сколько таких прямых можно 
провести? Рассмотрите все возможные случаи.
2) а) На рисунке 3 найдите все лучи с началом в точках

б) Каким отрезкам с концами в обозначенных точках 
(рис. 3) принадлежит точка М ?

1.4. 1) Нарисуйте три прямые, у которых:
а) только одна точка пересечения;
б) только две точки пересечения.
2) а) На рисунке 4 найдите все лучи с началом в точках 
К и О.
б) Каким отрезкам с концами в обозначенных точках 
(рис. 4) принадлежит точка /С?

1.5. 1) Отметьте четыре точки. Проведите все прямые, прохо­
дящие через пары этих точек. Сколько таких прямых мож­
но провести? Сделайте рисунок.
2) Сколько отрезков с концами в обозначенных точках 
изображено на рисунке 5?

М и Л.

с в

К  А м

с

Рис. 1 Рис. 2 Рис. 3
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1.6. 1) Сколько точек пересечения могут иметь три прямые? 
Рассмотрите все возможные случаи. Сделайте рисунок. 
2) Сколько отрезков с концами в обозначенных точках 
изображено на рисунке 6?

§ 2. СРАВНЕНИЕ И ИЗМЕРЕНИЕ ОТРЕЗКОВ
2.1. 1) На прямой а расположены точки А, В и С, причем 

АВ =  5 см, ВС =  7 см. Какой может быть длина АС?
2) Точка С — середина отрезка АВ.  Найдите длину отрез­
ка АС  в дециметрах, если АВ =  7 м 58 см.

2.2. 1) На прямой т расположены точки М, N и /С, причем 
М N =  8 см, Ы К =  12 см. Какой может быть длина МК? 
2) Точка Р —  середина отрезка ЕЕ. ЕЕ =  3 дм 12 см. Най­
дите длину ЕЕ в метрах.

2.3. 1) Точки А и В расположены по разные стороны от пря­
мой а; С^а, АВ =  37 дм, А С =  12 дм, СВ =  26 дм. Является 
ли точка С точкой пересечения АВ  и а?
2) Точки С и О расположены на отрезке АВ  так, что 
АС =  О В , точка С лежит между точками А и О. Найдите 
расстояние между серединами отрезков АС  и ОВ, если 
АВ =  58 см, а СЬ =  2,8 дм.

2.4. 1) Точки Е и Р расположены по разные стороны от 
прямой Ь\ М ^ЬУ ЕР =  29 см, ЕМ = 1 4  см, МЕ =  16 см. Яв­
ляется ли точка М точкой пересечения ЕР  и Ь?
2) Точки Е и Р расположены на отрезке СО так, что 
СЕ =  ОЕ, точка Е лежит между точками С и Е. Расстоя­
ние между серединами отрезков СЕ и ОЕ равно 8,5 дм, а 
длина отрезка СО равна 1,2 м. Найдите ЕЕ.

2.5. 1) На прямой а расположены точки М, >4, и В. Найдете 
МЛ и  МВ, если ЛВ =  6 см и МЛ +  МВ =  9 см.
2) На прямой отмечены последовательно точки Л, В, С и 
О так, что ЛВ =  СО. Существуют ли еще пары равных от­
резков с концами в названных точках?

2.6. 1) На прямой Ь расположены точки Л, Е и Е. Найдите АЕ  
и ЛЕ, если ВЕ =  8 см и ЛЕ +  ЛЕ =  14 см.
2) На прямой отмечены последовательно точки Л, В, С и 
О так, что ЛС =  ВВ. Существуют ли еще пары равных от­
резков с концами в названных точках?
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2.7*. Зная, что ЛВ =  8, М — середина отрезка А В , найдите на 
прямой АВ  все такие точки X , для которых сумма 
ХА-\ -ХВ- \ -ХМ  равна 9. Покажите эти точки на рисунке.

2.8*. Зная, что ЛВ =  8, М — середина отрезка А В , найдите на 
прямой АВ  все такие точки X , для которых сумма 
ХА-\ -ХВ- \ -ХМ  равна 15. Покажите эти точки на рисунке.

3.1. 1) Сколько развернутых и прямых углов изображено на 
рисунке 7? Назовите какие-нибудь два острых и два ту­
пых угла.
2) Прямой угол ЛОВ разделен лучом ОС на два 
угла, из которых один больше другого на 8°. Найдите гра­
дусные меры этих углов.

3.2. 1) Сколько развернутых и прямых углов изображено на 
рисунке 8? Назовите какие-нибудь два острых и два ту­
пых угла.
2) Прямой угол АОВ  разделен лучом ОС на два угла, из 
которых один в 4 раза больше другого. Найдите градус­
ные меры этих углов.

3.3. 1) Сколько тупых, развернутых, прямых и острых углов 
изображено на рисунке 9?
2) Угол АО В , равный 124°, лучом ОС разделен на два уг­
ла, разность которых равна 34°. Найдите эти углы. Чему 
равен угол, образованный лучом ОС и биссектрисой уг­
ла А О В ?

3.4. 1) Сколько развернутых, прямых, острых и тупых углов 
изображено на рисунке 10?
2) Угол ЛОВ, равный 164°, лучом ОС разделен на два уг­
ла, градусные меры которых относятся как 3 :  1. Найдите 
эти углы. Чему равен угол, образованный лучом ОС и бис­
сектрисой угла ЛОВ?

3.5. 1) Сколько развернутых, прямых, острых и тупых углов 
изображено на рисунке И? Запишите в порядке возраста­
ния все углы, имеющие общую сторону ОВ.
2) Луч ВМ делит развернутый угол ЛВС в отношении 
5 : 1, считая от луча ВЛ. Найдите угол ЛВ/(, если В/С — 
биссектриса угла МВС.

§ 3. СРАВНЕНИЕ И ИЗМЕРЕНИЕ УГЛОВ

С

в
Б М

Рис. 7 Рис. 8 Рис. 9
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3.6. 1) Сколько развернутых, прямых, острых и тупых углов 
изображено на рисунке 12? Запишите в порядке возраста­
ния все углы, имеющие общую сторону ОС.
2) Луч МР  делит развернутый угол ЕМН  в отношении 
1 : 2, считая от луча МЕ.  Найдите величину угла ВМЯ, ес­
ли МЕ — биссектриса угла ЕМР.

3.7*. Прямой угол двумя лучами, исходящими из его верши­
ны, разделен на три угла, один из которых равен разности 
двух других углов. Найдите величину большего из этих 
углов.

3.8*. Прямой угол разделен лучом, исходящим из его верши­
ны, на два таких угла, что половина одного угла равна 
трети другого. Найдите эти углы.

§ 4. СМЕЖНЫЕ И ВЕРТИКАЛЬНЫЕ УГЛЫ, 
ПЕРПЕНДИКУЛЯРНЫЕ ПРЯМЫЕ

4.1. 1) Один из двух углов ЛВС  и СВО, изображенных на ри­
сунке 13, на 50° больше другого. Найдите эти углы.
2) На рисунке 14 АРА.ЕВ,  А С О В  =  20°.
а) Найдите угол ОО/7.
б) Найдите пару тупых вертикальных углов.

4.2. 1) Один из двух углов Нк и й/, изображенных на рисун­
ке 15, меньше другого в 3 раза. Найдите эти углы.
2) На рисунке 16 АОА.ВЕ,  А Е О Р  =  60°.
а) Найдите угол ООС.
б) Назовите пару тупых вертикальных углов.

4.3. 1) Разность двух углов АОВ  и СОВ, изображенных на ри­
сунке 17, равна 54°. Найдите эти углы.
2) На рисунке 18 >4С_1_ОВ, ОК — биссектриса угла АОВ.
а) Может ли угол РОС быть равным 44°59/?
б) Найдите отношение величин углов ОО/С и РОВ.

4.4. 1) Градусные меры углов Нк и й/, изображенных на ри­
сунке 19, относятся как 1 :4. Найдите эти углы.
2) На рисунке 20 ЛО_]_ВВ, ОС — биссектриса угла ООВ.
а) Может ли угол РОЕ быть равным 45°Г?
б) Чему равна разность градусных мер углов РОВ и ЯОС?
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Рис. 13 Рис. 15

Рис. 17

4.5. 1) На рисунке 21 ВС А. АО, А .2 =  А З .  Равны ли А  1 и ̂ .4?
2) Прямые АВ,  СО и ЕР пересекаются в точке О так,
что луч ОЕ — биссектриса угла /4 0 0 ,  равного 165°. Най­
дите угол АОР  (рис. 22).

4.6. 1) На рисунке 23 КТ А. МР,  ^ . 3 =  ^.4. Равны ли и 2!  2?
2) Прямые /40, ВЕ  и СР пересекаются в точке О так, что
луч ОЕ — биссектриса угла РОЭ, / .  РОЕ =  37°30/. Найди­
те угол ООО (рис. 24).

Рис. 19

Рис. 22 Рис. 23 Рис. 24
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4.7*. При пересечении двух прямых один из образовавшихся уг­
лов в 8 раз меньше суммы остальных углов. Найдите ве­
личину каждого из этих углов.

4.8*. При пересечении двух прямых один из образовавшихся уг- 
2

лов равен у  суммы остальных углов. Найдите величину 
каждого из этих углов.

ТРЕУГОЛЬНИКИ
§ 5. ТРЕУГОЛЬНИК, РАВЕНСТВО ТРЕУГОЛЬНИКОВ, ПЕРИМЕТР ТРЕУГОЛЬНИКА

5.1. Треугольники ЛВС и МЫР равны, причем А А  =  / -М ,  
А В = А Ы .
а) Найдите ВС и угол С, если Ы Р = 1 2  см, а Д Я  =  12°Г.
б) Могут ли в треугольнике АВС  быть равными стороны 
АВ  и ВС, если все стороны А  МЫР имеют разные длины?

5.2. Треугольники ОКТ и АВС  равны, причем Д В = 1 7 ° 3 5 ' ,  
О К =  23 см, / - 0 =  / -А ,  / _ Т = Л С .
а) Могут ли все углы треугольника АВС  быть равными, 
если два угла Д О Л Г  имеют различные градусные меры?
б) Найдите АВ  и угол /С.

5.3. Треугольники МЫР и 8К Т  равны, причем МР =  8 Т У 
А М  =  ^ 8 ,  МЫ =  17 дм, А К  =  70°18'.
а) Найдите угол Ы и 5/С.
б) Может ли периметр треугольника 8КТ  быть больше 
периметра треугольника РМЫ?

5.4. Треугольники ОЕВ и 8КТ  равны, причем Д В = Д 7 \  
ЕВ =  КТ .
а) Найдите ОВ и угол /С, если Д Я  =  121°15/, а 5 7 =  16 дм.
б) Может ли отношение периметров данных треугольников 
быть равным двум?

5.5. Треугольники АВС  и Л,В,С, равны, причем ЛВ =  В,Л,, 
Л,С, =  СВ, А В =  15°, В,С, =  5 м.
а) Найдите АС  и угол А.
б) Может ли периметр треугольника А 1В 1С1 быть больше, 
чем 2Л,В,-}-ЛС, если в треугольнике АВС АВ =  ВС?

5.6. Треугольник А 1В 1С1 равен треугольнику ЛВС, причем 
В ,С ,= Л С , Л,С| =  ЛВ.
а) Найдите В,Л, и угол С, если А В Х =  60°, ВС =  8 м.
б) Может ли периметр треугольника ЛВС быть равным 
2ЛС +  ЗВ,С,, если известно, что все его стороны равны?

$ 6. ПЕРВЫЙ ПРИЗНАК РАВЕНСТВА ТРЕУГОЛЬНИКОВ.
МЕДИАНА, БИССЕКТРИСА И ВЫСОТА ТРЕУГОЛЬНИКА

6.1. 1) Докажите, что треугольники, изображенные на рисун­
ке 25, равны.
2) ВО является высотой и медианой треугольника ЛВС, 
изображенного на рисунке 26.



а) Докажите, что А А В О =  А В О С .
б) Докажите, что АВ  =  ВС.

6.2. 1) Докажите, что треугольники, изображенные на рисун­
ке 27, равны.
2) КР  — биссектриса треугольника уИ/С/., изображенного 
на рисунке 28, МК =  КЬ.
а) Докажите, что А М Р К =  А1*КР.
б) Докажите, что КР  — медиана треугольника М/С/..

6.3. 1) Докажите, что А В О А  =  А С О Е  (рис. 29), если АО =  ОС, 
ВО =  ОЕ.
2) На рисунке 30 В й  =  ОЕ  и А В й А  =  А Е й А .
а) Докажите, что А А И В =  А А И Е .
б) Докажите, что А й  — биссектриса треугольника АВС.

6.4. 1) Докажите, что А Н О Р =  А  КОМ (рис. 31), если ОН — О К, 
ОР =  ОМ.
2) На рисунке 32 РМ =  РЕ  и А Е Р Н  =  А М Р Н .
а) Докажите, что А Р Е Н  =  А Р  МН.
б) Докажите, что НР  — биссектриса треугольника КМН.

11
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Рис. 32 Рис. 33 Рис. 34

В

В
А Е

Рис. 36

Г

Рис. 35

6.5. 1) На рисунке 33 изображены треугольники МЫР и 
С й Е у у которых А М = А О у МЫ =  [)Е. Докажите, что 
А Е = А Ы У если Л4Я =  СО.
2) На рисунке 34 АЕ  и ВР  — медианы треугольника АВ С У 
у4/С=10,7 д м . Найдите длину отрезка КВ.

6.6. 1) На рисунке 35 изображены треугольники ЕРМ и АВСУ 
у которых А Р  =  А  В у РЕ =  АВ  и РМ =  ВС. Докажите, что 
А М = А С .
2) На рисунке 36 АО  и ВЕ  — биссектрисы треугольника 
АВС ; А В С О  =  37°40'. Найдите величину угла ОСА.

6.7*. На рисунке 37 ВЕ  и СР — высоты треугольника АВС.  
При помощи только линейки постройте высоту АХ  этого 
треугольника. Найдите длину отрезка ВСУ если АХ =  ВЕУ 
СХ =  СЕ и >4С= 17 дм.

6.8*. На рисунке 38 КР  и МР  — высоты треугольника КМЕ.  
При помощи только линейки постройте высоту ЕХ этого 
треугольника. Найдите величину угла ХЕМУ если КР =  ЕХУ 
МР =  МХ  и А Р  КМ =  27°.

К

А С Е Р М
Рис. 37 Рцс. 38
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$ 7. СВОЙСТВА РАВНОБЕДРЕННОГО ТРЕУГОЛЬНИКА
7.1. 1) На рисунке 39 АВ =  ВС. Докажите, что А \  =  А 2 .  

2) ВО является высотой равнобедренного треугольника 
АВС ('АВ =  ВСу> А А В О = \ 7 °, АО =  9 см. Найдите углы 
ВВС, АВС  и основание АС.

7.2. 1) На рисунке 40 АВ =  ВС. Докажите, что ^.1 =  ^.2. 
2) ВО является биссектрисой равнобедренного треуголь­
ника АВС  (АВ =  ВС)\ >4С=18 с м , А О В С  =  21°. Найдите 
углы АВО, АОВ  и длину отрезка >40.

7.3. 1) На рисунке 41 равнобедренный треугольник АВС  и 
равнобедренный треугольник АОС имеют общее основа­
ние. Докажите, что А В А О  =  А В С О .
2) На медиане СМ равнобедренного треугольника АВС  с 
основанием >4В взята точка О. Докажите, что треугольник 
АОВ  равнобедренный.

7.4. 1) На рисунке 42 равнобедренные треугольники АВС  и 
АОС  имеют общее основание >4С. Докажите, что 
А В А О  — АВ С О .
2) На высоте АН  равнобедренного треугольника АВС  с 
основанием ВС взята точка М. Докажите, что треугольник 
ВМС  равнобедренный.

7.5. 1) На рисунке 43 треугольник АВС  равнобедренный с 
основанием >4С, С — середина >4С, АМ =  СК. Докажите, 
что =
2) Равнобедренные треугольники АВС  и ОВС  имеют об­
щее основание ВС. Вершины А и О находятся по разные

13
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ГВ

Рис. 45 Рис. 46 Рис. 47

стороны от ВС. Отрезки АО  и ВС пересекаются в точке 
О. Докажите, что АО А. ВС.

7.6. 1) На рисунке 44 изображен равнобедренный треугольник 
с основанием РТ , СО — высота треугольника, РВ =  ТА. 
Докажите, что А Р В О =  А О А Т .
2) Равнобедренные треугольники АВС  и АВО  имеют об­
щее основание АВ.  Вершины С и О находятся по разные 
стороны от АВ.  Отрезки АВ  и СО пересекаются в точке 
М. Докажите, что М — середина АВ.

% 8. ВТОРОЙ И ТРЕТИЙ ПРИЗНАКИ РАВЕНСТВА ТРЕУГОЛЬНИКОВ

8.1. 1) На рисунке 45 ^.1 =  ^ .2  и ОС =  СЕ. Докажите, что 
ВС =  АС.
2) На рисунке 46 АВ =  СО, ВС =  А О , А А В О  =  27°. Най­
дите величину угла ВОС.

8.2. 1) На рисунке 47 ГО =  07,, А Е Е О  =  А О Ь К .  Докажите, 
что ЕЕ =  КО
2) На рисунке 48 АВ =  А О у ВС =  СО, А А С О = \ 9 ° .  Най­
дите величину угла АСВ.

8.3. 1) На рисунке 49 ЫР =  МК, МЫ =  РК, А М М К = 1 3 7 ° .  
Найдите А \ .
2) АО  и СЕ — биссектрисы равнобедренного треугольни­
ка с основанием АС. Докажите, что А А Е С =  А С О А .

В

В
Рис. 48 Рис. 49 Рис. 50
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8.4. 1) На рисунке 50 >4В =  >40, ВС =  СО, А А С В = \ 2 \ ° .  Най­
дите А \ .
2) АЕ  и КМ — биссектрисы равнобедренного треугольни­
ка АР К  с основанием АК.  Докажите, что треугольники 
А РЕ  и КРМ  равны.

8.5. 1) На рисунке 51 А О А В  =  А.АВС, АК =  КВ. Докажите, 
что А А Э В = А В С А .
2) Точки С и О расположены по разные стороны от пря­
мой АВ  так, что ЛО =  >4С, ВЭ — ОС. Докажите, что АВ  — 
биссектриса угла ВАС.

8.6. 1) На рисунке 52 А Н К Ы  =  АМЫК, КО =  ОЫ. Докажите, 
что А К Н Ы = ^ К М Ы .
2) Точки М и Е расположены по разные стороны от пря­
мой ОР так, что ОМ =  РЕ  и МР =  ОЕ. Докажите, что 
/ _ М О Р =  А Е Р О  и А М Р О =  А Е О Р .

8.7*. 1) На одной стороне угла с вершиной А отмечены точки 
О и В, на другой стороне — С и В так, что АО =  АС =  3 см, 
АВ =  АЕ =  4 см. Докажите, что: а) ВС =  ВО; б) КВ =  КЕ, 
где К — точка пересечения отрезков ВС и ЕО.
2) АВС  и А ХВ ХСХ — равнобедренные треугольники с осно­
ваниями АС  и >4,С,, точки М и М х — середины сторон ВС 
и В ХСХ соответственно, АВ =  А ХВ Х> АМ =  А ХМ Х. Докажите, 
что А А В С =  А А хВ хСх.

8.8*. 1) На одной стороне угла с вершиной В отмечены точки 
М и О, на другой — К и Р так, что ВМ =  В Р , В О с В М , 
В К < В Р У а А О Р В =  А К М В .  Докажите, что:
а) МК =  ОР ;
б) ТМ =  ТРУ где Т — точка пересечения отрезков МК  и ОР. 
2) АС  и А ХСХ — основания равнобедренных треугольников 
АВС  и А ХВ ХСХУ точки М и М х — середины сторон ВС и В ХСХ 
соответственно, АС =  А ХСХ, АВ =  А ХВ Х. Докажите, что 
А А В М — А  А хВ хМ

§ 9. ОКРУЖНОСТЬ. ЗАДАЧИ НА ПОСТРОЕНИЕ

9.1. 1) На рисунке 53 изображена окружность с центром О, 
А  А О В =  А  СОИ. Найдите А В , если известно, что СО =  5 см. 
2) Отложите от луча РК  угол, равный углу А (рис. 54).
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9.2. 1) На рисунке 55 изображена окружность с центром О, 
АВ — СЪ. Найдите угол СОО, если известно, что ААОВ=Ъ7°.  
2) Постройте биссектрису данного угла В (рис. 56).

9.3. 1) На рисунке 57 изображена окружность с центром О, 
хорда АВ  равна радиусу окружности, угол ОАВ равен 60°. 
Найдите А  СОИ.
2) Отложите от данного луча угол, равный данному.
1) На рисунке 58 изображена окружность с центром О, 
хорда РТ  равна радиусу окружности, угол МОР  равен 
120°. Найдите А О Т Р .
2) Постройте биссектрису данного неразвернутого угла.
1) На рисунке 59 изображена окружность с центром О, 
АВ =  ОЕ. Докажите, что угол А О б  равен углу ВОЕ.

9.4.

9.5

Рис. 56 Рис. 57 Рис. 58
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2) Даны тупой угол А и луч МК. Отложите от луча МК  
угол, равный углу, смежному с углом А.

9.6. 1) На рисунке 60 изображена окружность с центром О, 
А Р О С =  АЕО Т.  Докажите, что РЕ =  СТ.
2) Дан острый угол А. Постройте биссектрису угла, 
смежного с углом А.

10.1. 1) Через точку А проведите прямую, перпендикулярную 
прямой а (рис. 61).
2) Постройте медиану АМ  треугольника АВС  (рис. 62).

10.2. 1) Через точку В проведите прямую, перпендикулярную 
прямой 171 (рис. 63).
2) Постройте медиану МК  треугольника ЕМЕ  (рис. 64).

10.3. 1) Постройте любые два взаимно перпендикулярных диа­
метра окружности.
2) Постройте высоту АН  треугольника АВС  (рис. 65).

10.4. 1) Постройте любые две взаимно перпендикулярные хорды 
окружности.
2) Постройте высоту ВН  треугольника АВС  (рис. 66).

10.5. 1) Постройте угол 45°.
2) Постройте окружность с диаметром, равным данному 
отрезку.

10.6. 1) Постройте угол 135°.
2) Даны две точки, являющиеся концами диаметра 
окружности. Постройте эту окружность.

§ 10. ПОСТРОЕНИЕ ПЕРПЕНДИКУЛЯРНЫХ ПРЯМЫХ

Рис. 61 Рис. 62 Рис. 63

М

Е

Рис. 64
Е А С А С

Рис. 65 Рис. 66
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ПАРАЛЛЕЛЬНЫЕ ПРЯМЫЕ

$ 11. ПАРАЛЛЕЛЬНЫЕ ПРЯМЫЕ. ПРИЗНАКИ ПАРАЛЛЕЛЬНОСТИ ПРЯМЫХ

11.1. 1) Параллельны ли прямые а и Ь, изображенные на 
рисунке 67?
2) На рисунке 68 точка N — середина отрезков РК  и МТ. 
Докажите, что прямые РТ  и МК  параллельны.

11.2. 1) Параллельны ли прямые т и п ,  изображенные на ри­
сунке 69?
2) На рисунке 70 АВ  и СО — диаметры окружности. Дока­
жите, что АС  и ВО параллельны.

11.3. 1) Параллельны ли прямые а и Ь, изображенные на 
рисунке 71?
2) На рисунке 72 РТ =  КМ, РК =  ТМ. Докажите, что 
прямые РТ  и КМ параллельны.

11.4. 1) Параллельны ли прямые т и п ,  изображенные на 
рисунке 73?
2) На рисунке 74 АВ =  СО, ВС =  АО.  Докажите, что пря­
мые АВ и СО параллельны.

11.5. 1) Параллельны ли прямые а и Ь, Ь и с, а и с, изображен­
ные на рисунке 75?

/77

п

Рис. 67 Рис. 68 Рис. 69

Рис. 70 Рис. 71 Рис. 72

Рис. 73 Рис. 74 Рис. 75
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Рис. 76 Рис. 77 Рис. 78

2) На рисунке 76 1 =  ^.2, АС =  М К , ВС =  ЫК. Докаж и­
те, что прямые АВ  и МЫ параллельны.

11.6. 1) Параллельны ли прямые т и п> т и й, л и й, изображен­
ные на рисунке 77?
2) На рисунке 78 1 =  /12, МК =  А В , ЫК =  АС. Докажи­
те, что прямые ЛШ и ВС параллельны.

12.1. 1) На рисунке 79 прямые т и п  параллельны, ^11=65°. 
Найдите углы 2 и 3.
2) Через вершину А треугольника АВС  с прямым углом С 
проведена прямая, параллельная стороне ВС. Найдите 
угол В треугольника, если А С А В  =  43°.

12.2. 1) На рисунке 80 прямые а и Ь параллельны, /11 =  132°. 
Найдите углы 2 и 3.
2) Через вершину М треугольника МКР  с прямым углом 
К проведена прямая, параллельная стороне КР- Найдите 
угол М треугольника, если А Р  =  57°.

12.3. 1) На рисунке 81 прямые т и п  параллельны, ^11 =  140°. 
Найдите углы 2 и 3.
2) Дан угол ЛВС, равный 76°. Через точку А проведена 
прямая, параллельная прямой ВС и пересекающая бис­
сектрису угла в точке М. Найдите углы треугольни­
ка АВМ.

12.4. 1) На рисунке 82 прямые а и Ь параллельны, ^ .1 = 7 4 ° .  
Найдите углы 2 и 3.
2) Через точку М биссектрисы угла ЛВС, равного 94°, 
проведена прямая, параллельная прямой АВ и пересекаю­
щая сторону ВС в точке К . Найдите углы треугольни-

§ 12. СВОЙСТВА ПАРАЛЛЕЛЬНЫХ ПРЯМЫХ

ка ВМК.

з т

п

а

Ь

Рис. 79 Рис. 80 Рис. 81
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Рис. 82

12.5. 1) На рисунке 83 прямые от и л параллельны, ^.1 =  111°. 
Найдите углы 2 и 3.
2) Внутри угла АВС  проведены параллельные лучи АМ  
и СК . Найдите угол АВС,  если ^ .Л М Д = 1 4 0 ° ,  
Л К С В  =  131°.

12.6. 1) На рисунке 84 прямые а и Ь параллельны, 1 =  131°. 
Найдите углы 2 и 3.
2) Вне угла МОР  проведены параллельные лучи МТ  и РК. 
Найдите угол МОР,  если А .О М Т =  15е, А О Р К  =  Ъ\°. 

12.7*. На рисунке 85 АВ =  ВС, Е й = А Е ,  ^ . С = 80°, А й А С = 40°. 
Докажите, что прямые Е й  и АС  параллельны. Найдите 
угол ВЕй.

12.8*. На рисунке 86 РЫ =  ЫТ, РК  — биссектриса угла МРТ,  
А Ы Р Т = 70°, А Р К М  =  ЪЪ°. Докажите, что прямые РТ  и МК  
параллельны. Найдите угол РКТ.

$ 13. ПРАКТИЧЕСКИЕ СПОСОБЫ ПОСТРОЕНИЯ ПАРАЛЛЕЛЬНЫХ ПРЯМЫХ. 

ПРИЗНАКИ И СВОЙСТВА ПАРАЛЛЕЛЬНЫХ ПРЯМЫХ
13.1. 1) Начертите произвольную прямую а и две точки М и 

К  по одну сторону от нее. С помощью чертежного уголь­
ника и линейки через каждую из точек М и К проведите 
прямую, параллельную прямой а.
2) На рисунке 87 ^ 1 = 6 7 ° ,  ^ 2 = 1 2 7 ° ,  ^ 4 = 6 7 ° .  Найдите 
угол 3.

13.2. 1) Начертите произвольную прямую от и две точки А и 
В по разные стороны от нее. С помощью чертежного уголь­
ника и линейки через каждую из точек А и В проведите 
прямую, параллельную прямой от.

Рис. 85
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Рис. 87 Рис. 88 Рис. 89

2) На рисунке 88 ^ .1 = 7 3 ° ,  ^ .3  =  92°, ^ 2  =  73°. Найдите 
угол 4.

13.3. 1) Начертите произвольную прямую а и две точки М и 
К по одну сторону от нее. С помощью циркуля и линейки 
через каждую из точек М и К проведите прямую, парал­
лельную прямой а.
2) На рисунке 89 ^ 1 = 8 2 ° ,  ^ .2  =  98°, ^ 4 = 1 0 2 ° .  Найдите 
угол 3.

13.4. 1) Начертите произвольную прямую п и две точки А и 
В по разные стороны от нее. С помощью циркуля и линей­
ки через каждую из точек А и В проведите прямую, па­
раллельную прямой п.
2) На рисунке 90 ^ 1 = 6 3 ° ,  ^ 2  =  77°, ^ 4 = 1 1 7 ° .  Найдите 
угол 3.

13.5. 1) Начертите произвольный треугольник АВС  и выберите 
внутри его произвольную точку А х. Постройте треугольник 
А 1В 1Сь равный данному треугольнику, так, чтобы его сторо­
ны были соответственно параллельны сторонам данного 
треугольника. (Рассмотрите один из возможных случаев.) 
2) На рисунке 91 ^ 1 = 5 1 ° ,  ^ 2 = 1 2 9 ° ,  ^ 3  =  52°, ВЕ —  
биссектриса угла АВС.  Найдите угол 4.

13.6. 1) Начертите произвольный треугольник НЕЕ и выберите 
вне его произвольную точку Я,. Постройте треугольник 
Н 1Е1Еь равный данному треугольнику, так, чтобы его сторо­
ны были соответственно параллельны сторонам данного 
треугольника. (Рассмотрите один из возможных случаев.) 
2) На рисунке 92 ^11 =  ^ 3  =  68°, ^ 2 = 1 1 2 ° ,  РТ —  бис­
сектриса угла МРК.  Найдите угол 4.

13.7*. На отрезке АВ  взята точка С; через точки А и В проведе­
ны по одну сторону от АВ  параллельные лучи. На них от-



ложены отрезки ЛО =  ЛС и ВЕ =  ВС , точка С соединена 
отрезками с точками О и Е. Докажите, что ОС А. СЕ. 

13.8*. Через точку О, расположенную внутри треугольника АВС , 
проведена прямая ОЕ , параллельная стороне ЛС и пере­
секающая стороны АВ  и ВС соответственно в точках О и 
Е. АО =  0 0  и СЕ =  ЕО. Докажите, что ВО — биссектриса 
угла АВС.

СООТНОШЕНИЕ МЕЖДУ СТОРОНАМИ 
И УГЛАМИ ТРЕУГОЛЬНИКА

§ 14. СУММА УГЛОВ ТРЕУГОЛЬНИКА
14.1. 1) В треугольнике АВС проведена биссектриса Л/С. Найдите 

угол В, если / С  =  33°, / . А К С  =  110°.
2) Внешний угол при основании равнобедренного тре­
угольника равен 100°. Найдите угол при основании, не 
смежный с данным внешним углом.

14.2. 1) Отрезок В/С является биссектрисой треугольника ЛВС, 
/ . А  =  68°, / . В К А = 8 1 ° .  Найдите угол С треугольника. 
2) Угол при основании равнобедренного треугольника ра­
вен 70°. Чему равен внешний угол при основании тре­
угольника, не смежный с данным углом?

14.3. 1) В равнобедренном треугольнике ЛВС с основанием ВС 
/_А =  54°. Найдите угол ЯВС, где ВН  — высота треуголь­
ника.
2) Внешний угол при основании равнобедренного тре­
угольника на 20° больше одного из углов при основании 
треугольника. Найдите углы при основании.

14.4. 1) В равнобедренном треугольнике ЛВС с основанием АС 
А В  =  64°. Найдите угол ЛМС, где СМ — биссектриса тре­
угольника.
2) Один из углов при основании равнобедренного тре­
угольника на 40° меньше внешнего угла при основании. 
Найдите внешний угол при основании.

14.5. 1) В треугольнике ЛВС биссектрисы АК  и ВМ пересекаются 
в точке О. Найдите угол С треугольника, если 
/ . К О В  =  70°.
2) В треугольнике ЛВС точка В лежит на стороне ВС, при­
чем Л Ь  =  ОС. Сумма внешних углов при вершине Л рав­
на 160°. Найдите угол С, если АО  — биссектриса угла ВАС.

14.6. 1) В треугольнике ЛВС высоты Л К и ВМ пересека­
ются в точке О. Найдите угол ЛОВ, если углы Л и В тре­
угольника равны соответственно 72° и 60°.
2) В треугольнике В/СМ точка Р лежит на стороне ВМ, 
причем КР  =  ВМ, / . М  =  40°. Найдите сумму внешних уг­
лов при вершине /С, если КР — биссектриса угла В/СМ. 

14.7*. Найдите угол х  на рисунке 93.
14.8*. Найдите угол х  на рисунке 94.
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Рис. 93 Рис. 94 Рис. 95

§ 15. СООТНОШЕНИЕ МЕЖДУ СТОРОНАМИ 
И УГЛАМИ ТРЕУГОЛЬНИКА

15.1. 1) В треугольнике АВС  биссектриса угла С пересекает 
сторону АВ  в точке О, /40 =  ОС, ^ . /4 = 4 0 ° .  Докажите, что 
А В > В С .
2) На рисунке 95 ^ .О /4С =106°, А Р С Е  =  7А°, А В =  12 см. 
Найдите ВС.

15.2. 1) В треугольнике АВС  угол АВС  равен 70°. Биссектриса 
этого угла пересекает сторону А С в точке О, ВО =  ОС. 
Докажите, что А В < А С .
2) На рисунке 96 ^ЛГМЕ =  65°, А М К Р = \ \ Ъ ° ,  Н К = 7  дм. 
Найдите МН.

15.3. 1) На рисунке 97 АВ =  ВС, ^.1 =  ^.2. Докажите, что 
/40 =  0С.
2) В треугольнике АВС  точка К лежит на стороне А С, 
А В С А  =  107°, В К = 4,5, / 4 0 < 6 .  Найдите /40, если известно, 
что длина АВ  выражается целым числом.

15.4. 1) На рисунке 98 Е Е = Е С ,  / И  =  А 2 .  Докажите, что 
0 0  =  ОС.
2) В треугольнике ОЕМ точка Р лежит на стороне ОЕ, 
А  ОЕМ =  115°, ОМ =  14, ЕМ >■ 12,5. Найдите ЕМ, если известно, 
что длина РМ выражается целым числом.

15.5. 1) В треугольнике АВС  точки О и Е лежат соответственно 
на сторонах АВ  и ОС, причем /40 =  СЕ и /4Е =  СО. Д ока­
жите, что треугольник АВС  равнобедренный.



2) На рисунке 99 угол С прямой, а О — произвольная точ­
ка стороны АС. Докажите, что А В > А Е .

15.6. 1) В треугольнике АВС  точки Р и М  лежат соответственно 
на сторонах АВ  и ВС, причем СР =  А М , а А М А С  =  
=  АРСА.  Докажите, что треугольник АВС  равнобедренный. 
2) На рисунке 100 А Ы  тупой, а К — произвольная точка 
стороны МЫ. Докажите, что М Е < Р М .

15.7*. На рисунке 101 АВ =  АС. Докажите, что А Р > А О .
15.8*. На рисунке 102 АВ =  ВС. Докажите, что В Р < Е В .

$ 16. НЕРАВЕНСТВО ТРЕУГОЛЬНИКОВ

16.1. 1) Могут ли стороны треугольника относиться как 2 :3 :6?  
2) Боковые стороны равнобедренного треугольника равны 
10. Может ли основание быть равным 20,01?

16.2. 1) Могут ли стороны треугольника относиться как 3 :5 :8?  
2) Основание равнобедренного треугольника равно 29,9. 
Могут ли боковые стороны быть равными 15?

16.3. 1) Длина одного отрезка на 1 см больше второго и на 4 см 
больше третьего. Могут ли эти отрезки быть сторонами 
треугольника, периметр которого равен 10 см?
2) В равнобедренном треугольнике АВС  основание АС  
равно 1, .̂>4 =  15°. Докажите, что 1 < 2 > 4 В < 2 .

16.4. 1) Существует ли такой треугольник, у которого одна сто­
рона на 4 дм меньше второй и на 1 дм меньше третьей, а 
периметр равен 14 дм?
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Рис. 103 Рис. 104 Рис. 105

2) В равнобедренном треугольнике АВС  с основанием АС
1 АСсторона АВ  равна 1, А С  =  45°. Докажите, ч т о < 1 .

16.5. 1) В равнобедренном треугольнике периметр равен 120 мм, 
а одна из его сторон 28 мм. Найдите длину остальных 
сторон треугольника.
2) Докажите, что КЬ +  СМ-\-МЫ>  КЫ (рис. 103).

16.6. 1) В равнобедренном треугольнике периметр равен 60 дм, 
а одна из его сторон 25 дм. Найдите длины остальных сто­
рон треугольника.
2) Докажите, что А й < А В  +  ВС -\ -С й  (рис. 104).

16.7*. На рисунке 105 В 0  =  0 0  и АО =  ОС. Докажите, что 
с о <  В С + С Р

16.8*. На рисунке 106 ВО =  ОБ  и АО =  ОС. Докажите, что 
В О < ВА + В С .

§ 17. СВОЙСТВА ПРЯМОУГОЛЬНЫХ ТРЕУГОЛЬНИКОВ

17.1. 1) На рисунке 107 А А В й  =  ^ С / ) В  =  90°, А й  =  ВС. До­
кажите, что АВ =  СО.
2) Один из углов прямоугольного треугольника равен 60°, 
а разность гипотенузы и меньшего катета равна 4 см. 
Найдите эти стороны треугольника.

17.2. 1) На рисунке 108 РО =  ОМ , А Р К О =  ^ М Т О  =  ЪЪ°. До­
кажите, что РК =  МТ.
2) Один из углов прямоугольного треугольника равен 30°, 
а сумма гипотенузы и меньшего катета равна 36 см. Най­
дите эти стороны треугольника.
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17.3. 1) На рисунке 109 А А М К =  А В К М  =  90°, АК =  ВМ.  До­
кажите, что АМ =  ВК.
2) Один из внешних углов прямоугольного треугольника 
равен 120°. Найдите большую и меньшую стороны тре­
угольника, если их сумма равна 18 см.

17.4. 1) На рисунке 110 РА =  РВ, ВС А. РА, АО А.РВ.  Докажи­
те, что р 6  =  р с .
2) В треугольнике АВС  >4=90°, а внешний угол при
вершине В равен 150°. Найдите СВ и АС, если 
СВ — АС =  10 см.

17.5. 1) На рисунке 111 АВ =  СО, ВС =  АО, А А К В =  / - СРО =  
=  90°. Докажите, что КВ =  ОР.
2) В прямоугольном треугольнике АВС  с гипотенузой 
ВС и углом В, равным 60°, проведена высота АО.  Най­
дите б С , если бв =  2 см.

17.6. 1) На рисунке 112 АВ =  Сй, А А Р В =  ^ С Ю  =  90°, АР =  
=  СТ. Докажите, что ВС =  ЛО.
2) В прямоугольном треугольнике АВС  с гипотенузой АС, 
равной 12 см, проведена высота ВО. Найдите СО и ОЛ, 
если ^.Л =  30°.
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17.7*. 1) В равнобедренном треугольнике один из углов 120°, а 
основание равно 10 см. Найдите высоту, проведенную к 
боковой стороне.
2) На рисунке 113 ЕО =  АВ.  Периметр треугольника АВС  
равен 12 см. Найдите периметр треугольника ОЕР.

17.8*. 1) В равнобедренном треугольнике один из внешних углов 
равен 60°, высота, проведенная к боковой стороне, равна 
17 см. Найдите основание треугольника.
2) На рисунке 114 МВ =  КСУ КР — Р С = Ю  см. Найдите 
разность длин отрезков ОМ и ОВ.

§ 18. РАССТОЯНИЕ ОТ ТОЧКИ ДО ПРЯМОЙ 
И РАССТОЯНИЕ МЕЖДУ ПАРАЛЛЕЛЬНЫМИ ПРЯМЫМИ

18.1. 1) В прямоугольном треугольнике АВС / . В  =  90°у АВ =  
=  4 см, СВ =  7 см. Найдите расстояние:
а) от точки А до прямой ВС\
б) от точки С до прямой АВ.
Может ли расстояние от точки В до прямой АС  быть рав­
ным 5 см?
2) Проведите прямую и с помощью чертежного угольника 
и масштабной линейки постройте прямые, удаленные от 
нее на расстояние, равное 3 см.

18.2. 1) В прямоугольном треугольнике АВС А А = 9 0 ° У АВ  =  
=  6 см, у4С=10 с м . Найдите расстояние:
а) от точки В до прямой А С;
б) от точки С до прямой АВ.
Может ли расстояние от точки А до прямой ВС быть рав­
ным 8 см?
2) Проведите прямую и с помощью чертежного угольника 
и масштабной линейки постройте прямые, удаленные от 
нее на расстояние, равное 5 см.

18.3. 1) В прямоугольном треугольнике АВС АВ =  6 см, 
АС =  8 см, В С = Ю  см. Найдите расстояние:
а) от точки В до прямой А С ;
б) от точки С до прямой АВ.
Может ли расстояние от точки А до прямой СВ быть рав­
ным 7 дм?
2) На прямой а с помощью чертежного угольника и масш­
табной линейки постройте точки, удаленные от прямой Ь 
на расстояние, равное длине заданного отрезка Ж ? 
(рис. 115).

18.4. 1) В прямоугольном треугольнике АВС АВ =  24 см, 
ЛС =  25 с м , ВС =  7 см. Найдите расстояние:
а) от точки А до прямой ВС\
б) от точки С до прямой АВ.
Может ли расстояние от точки В до прямой АС  быть рав­
ным 10 см?
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2) На окружности с помощью чертежного угольника и 
масштабной линейки постройте точки, удаленные от пря­
мой т  на расстояние, равное длине заданного отрезка Р (? 
(рис. 116).

18.5. 1) Точки А и В лежат по разные стороны от прямой 
а. Расстояние от точки А до этой прямой равно 6 см, а от 
точки В — 4 см. Может ли расстояние между точками А и 
В быть равным 8 см?
2) Дан треугольник АВС  (рис. 117). С помощью чертежно­
го угольника и масштабной линейки постройте равнобед­
ренный треугольник с основанием АС  и вершиной, удален­
ной от прямой АС  на то же расстояние, что и вершина 
В данного треугольника.

18.6. 1) Точки М и К лежат по разные стороны от прямой 
р . Расстояние от точки М до этой прямой равно 8 см, а от 
точки К — 10 см. Может ли расстояние между точками М и 
К быть равным 17 см?
2) Дан треугольник ЕНМ  (рис. 118). С помощью чертеж­
ного угольника и масштабной линейки постройте равно­
бедренный треугольник с основанием ЕМ и вершиной, 
удаленной от прямой ЕМ на то же расстояние, что и вер­
шина Н данного треугольника.

18.7*. Точки А и В лежат по разные стороны от прямой 
а. Перпендикуляры АР  и ВМ к прямой а равны. Отрезки 
АВ  и МР  пересекаются в точке /С. Докажите, что точка 
К делит каждый из них пополам.

18.8*. Точки А и В лежат по одну сторону от прямой а. Пер­
пендикуляры АМ  и ВК  к прямой а равны. Отрезки АК  и 
ВМ пересекаются в точке О. Докажите, что точка О рав­
ноудалена от точек >4, М, К и В.
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$ 19. СВОЙСТВА СЕРЕДИННОГО ПЕРПЕНДИКУЛЯРА 
И БИССЕКТРИСЫ УГЛА

19.1. 1) На серединном перпендикуляре отрезка АВ  взята точ­
ка М. Периметр треугольника АМВ  равен 42 см. Найдите 
длину отрезка А В , если АМ  в 3 раза больше АВ.
2) Постройте точку на катете прямоугольного треугольни­
ка, равноудаленную от гипотенузы и другого катета.

19.2. 1) На серединном перпендикуляре отрезка МК  взята точ­
ка Р. Найдите длину отрезка РМ , если она на 3 см боль­
ше длины отрезка М/С, а периметр треугольника РМК  ра­
вен 96 см.
2) Постройте точку на боковой стороне равнобедренного 
треугольника, равноудаленную от основания и другой 
боковой стороны.

19.3. 1) В равнобедренном треугольнике АВС  с основанием ВС 
серединный перпендикуляр стороны АС  пересекает сторо­
ну ВС  в точке М. Найдите А С А М ,  если А  АВС =  43°. 
2) В прямоугольном треугольнике АВС ( А С  =  90°) 
ВС<.АС.  Постройте точку, равноудаленную от сторон АВ  
и АС  и находящуюся от вершины С на расстоянии, равном 
длине катета ВС.

19.4. 1) В равнобедренном треугольнике АВС  с основанием АС 
серединный перпендикуляр стороны АВ  пересекает осно­
вание АС в точке Р. Найдите угол С, если А А В Р  =  52°. 
2) Дан равнобедренный остроугольный треугольник АВС  
(АВ =  ВС). Постройте точку, равноудаленную от АВ  и АС 
и находящуюся от вершины С на расстоянии, равном по­
ловине длины основания АС.

19.5. 1) В равнобедренном треугольнике АВС  с основанием АВ  
серединный перпендикуляр стороны АС  пересекает сторо­
ну ВС в точке М. Найдите угол М А В , если А А С В  =  40°. 
2) В прямоугольном треугольнике АВС ( А С  =  90°) по­
стройте точку, равноудаленную от А В  и АС и находящую­
ся на равном расстоянии от вершин А и В.

19.6. 1) В равнобедренном треугольнике АВС  с основанием АС 
серединный перпендикуляр стороны АВ  пересекает сторо­
ну ВС в точке Р. Найдите угол РАС , если АВС А= & 5° .  
2) В равнобедренном треугольнике СОЕ (СО =  ОЕ) по­
стройте точку, равноудаленную от СЕ и ОЕ и находящую­
ся на равном расстоянии от вершин О и Е.

19.7*. 1) В равнобедренном треугольнике АВС  (АВ =  ВС) угол 
при основании равен 75°, АМ  — биссектриса треугольни­
ка, В М =  10 см. Найдите расстояние от точки М до осно­
вания треугольника АС.
2) Найдите множество вершин С равнобедренных треуголь­
ников АВС  с основанием А В , равным заданному отрезку.

19.8*. 1) В равнобедренном треугольнике АВС (АВ =  ВС) угол 
при вершине В равен 120°, СМ — биссектриса, АМ =
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=  14 см. Найдите расстояние от точки М до прямой ВС. 
2) Даны прямая а и отрезок ВС, не имеющий общих точек 
с этой прямой. На прямой а найдите такую точку Л, что 
треугольник АВС  с основанием ВС будет равнобедренным.

$ 20. ЗАДАЧИ НА ПОСТРОЕНИЕ ТРЕУГОЛЬНИКОВ

20.1. 1) Постройте треугольник по стороне и прилежащим к ней 
острому и тупому углам (сумма этих углов меньше 180°). 
2) Постройте равнобедренный треугольник, если его 
основание и боковая сторона равны соответственно двум
данным отрезкам Р(} и Р Х(3Х (^Р1(д1> ^  Р<3^.

20.2. 1) Постройте треугольник по двум сторонам и тупому уг­
лу между ними.
2) Постройте равносторонний треугольник, если его сто­
роны равны данному отрезку.

20.3. 1) Начертите треугольник АВС  и постройте треугольник, 
у которого А Р = А А ,  А К = ^ - В  и РК =  2АВ.
2) Дан остроугольный разносторонний треугольник АВС.  
Постройте треугольник СОЛ, равный треугольнику ЛВС, 
так, чтобы вершины В и О лежали по одну сторону от 
прямой АС.

20.4. 1) Постройте равнобедренный треугольник по боковой 
стороне, в 2 раза большей длины данного отрезка, и по уг­
лу, противолежащему основанию и равному данному ту­
пому углу.
2) Дан треугольник ЛВС с тупым углом Л. Постройте тре­
угольник ЛВС, равный треугольнику ЛВС, так, чтобы вер­
шины В и В лежали по разные стороны от прямой АС.

20.5. 1) Постройте треугольник ЛВС, у которого угол Л вдвое 
меньше угла В и равен данному углу Я, а сторона АВ  рав­
на данному отрезку ВВ.
2) Заданы отрезок АВ  и прямая а (рис. 119). Постройте 
треугольник ЛВС со стороной АВ  так, чтобы вершина 
С лежала на прямой а и чтобы АС =  2АВ.

20.6. 1) Постройте треугольник ЛВС, у которого сторона АС 
вдвое меньше стороны АВ  и равна данному отрезку ВВ, 
а угол Л равен половине данного угла Р.

Рис. 119 Рис. 120
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2) Заданы отрезок АВ  и окружность с центром О (рис. 120). 
Постройте треугольник АВС  со стороной АВ  так, чтобы 
вершина С лежала на окружности с центром О и чтобы 
сторона АС  равнялась радиусу этой окружности.

$ 21. ЗАДАЧИ НА ПОСТРОЕНИЕ ТРЕУГОЛЬНИКОВ 
(ПРОДОЛЖЕНИЕ)

21.1. 1) Постройте прямоугольный треугольник по гипотенузе 
и острому углу.
2) Постройте треугольник АВС  так, чтобы АВ =  Р(2У
ВС =  Р 1(ди СН =  Р2()2, где СН — высота треугольника, а

Р\^ \  и Я2Ф2 — заданные отрезки, причем Р \ ( } \ > Р 2()2.
21.2. 1) Постройте прямоугольный треугольник по катету и

прилежащему к нему острому углу.
2) Постройте треугольник МЫ К так, чтобы МЦ =  Р(2У
МК =  Р & и  МН =  Р2()Ъ где МН  — высота треугольника, а 
Р(}у Я,ф, и Я2ф2 — заданные отрезки, причем Р\ (} \>  
> Р < Э > Р 2()2.

21.3. 1) Постройте равнобедренный треугольник по основанию 
и высоте, проведенной к основанию.
2) Постройте треугольник й Е Р  так, чтобы угол Е был ра ­
вен заданному тупому углу, ЕР =  Р (?, ОН =  Р $ и где 
ОН  — высота треугольника, а Р($ и Я ^ ,  — заданные от­
резки, причем Р ( ) > Р Х(}Х.

21.4. 1) Постройте равнобедренный треугольник по основанию 
и медиане, проведенной к основанию.
2) Постройте треугольник АВС  так, чтобы угол С был ра­
вен заданному острому углу, АС =  Р(}У В #  =  Я,@1, где 
ВН  — высота треугольника, а Р(} и Я,ф, — заданные от­
резки, причем Я ( ? < Я 1С 1.

21.5. 1) Постройте прямоугольный треугольник АВС  с прямым 
углом С по стороне АС  и медиане АМ.
2) Постройте равнобедренный треугольник по углу при 
основании и высоте, проведенной к боковой стороне.

21.6. 1) Постройте прямоугольный треугольник ЛВС, где угол 
В равен 90°, по стороне ВС и биссектрисе СМ.
2) Постройте треугольник по острому углу и двум высо­
там, проведенным к сторонам, образующим данный угол. 

21.7*. 1) Постройте треугольник ЛВС так, чтобы угол В равнял­
ся данному острому углу, а В А и ВС +  СЛ соответственно
двум данным отрезкам Яф и Я ^ ,  ( Р ( 2 < Р ^ \ ) .
2) Постройте треугольник ЛВС по стороне ВС, медиане 
ВМ и высоте ВН  ( В С > В / / ,  В М > В Н ) .

21.8*. 1) Постройте треугольник ЛВС так, чтобы угол Л равнял­
ся данному острому углу, а АВ  и АС — ВС соответственно
двум данным отрезкам Яф и Я ^ ,  ( Р ( } > Я ^ , ) .
2) Постройте треугольник ЛВС по сторонам АС  и ВС и 
медиане СМ.
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$ 22. ИТОГОВОЕ ПОВТОРЕНИЕ

22.1. В треугольнике АВС /Е>4 =  50°, гЕВ =  80°, ВР  — бис­
сектриса внешнего угла ЕВС.
1) Докажите, что треугольник АВС  равнобедренный.
2) Докажите, что ВР  параллельна АС.
3) Докажите, что АМ =  ВС, если медиана СО продолжена 
на отрезок ОМ, равный СО.
4) Верно ли, что /ЕОСА =  /ЕОСВ?

22.2. В треугольнике ЕМ К / - М  =  40°, /ЕК =  7 0°, МС — луч, 
принадлежащий внутренней области внешнего угла РМК,  
причем МСЦД/С.
1) Докажите, что треугольник ЕМК  равнобедренный.
2) Докажите, что МС — биссектриса угла РМК.
3) Докажите, что равны высоты треугольника ЕВ  и КА.
4) Верно ли, что МД =  ДЛ?

22.3. На рисунке 121 в четырехугольнике АВСЭ /ЕАОВ =
=  Л й В С  =  90°, /40 =  ДС, ^ Л Д О  =  60°.
1) Докажите, что АВ  параллельна СО.
2) Докажите, что 4 < / 4 0 < 8 ,  если длина отрезка ДО рав­
на 4.
3) Докажите, что треугольник АЕО  равнобедренный, ес­
ли ОД — медиана треугольника /40Д.

22.4. На рисунке 122 в четырехугольнике ЕМКР А Е Р М  =  
=  А Р М К = 9 0 ° ,  Л М Е Р = Л М К Р  =  Ж .
1) Докажите, что ЕМ параллельна РК.
2) Докажите, что 5 < Д Р < 1 0 ,  если длина отрезка МЕ  
равна 10.
3) Найдите длину медианы МО в треугольнике РМК.

22.5. На рисунке 123 в четырехугольнике А В С й  А В  =  ВС =  
=  СО =  ОЛ.
1) Докажите, что АВ  параллельна СО и /40 параллельна ВС.
2) Докажите, что ДД =  ОД.
3) Докажите, что ДО_1_/4С.
4) Докажите, что точка Р равноудалена от А В  и /40.

22.6. На рисунке 124 в четырехугольнике КЬМР КЕ =  ЕМ =  
— МР =  РК.
1) Докажите, что ЕМ параллельна КР и КЕ параллельна РМ.
2) Докажите, что ДО =  ОР.
3) Докажите, что КА =АМ,  где А — точка пересечения КМ и ЕР.
4) Докажите, что точка О равноудалена от КЕ и КР.
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Рис. 123 Рис. 124

МНОГОУГОЛЬНИКИ
§ 23. МНОГОУГОЛЬНИКИ. СУММА УГЛОВ

23.1. 1) Найдите сумму углов выпуклого семиугольника.
2) Сколько углов имеет выпуклый многоугольник, каж ­
дый угол которого равен 135°?

23.2. 1) Все углы выпуклого восьмиугольника равны. Найдите 
их.
2) Сколько углов имеет выпуклый многоугольник, если 
их сумма равна 1620°?

23.3. 1) На сколько сумма углов выпуклого восьмиугольника 
больше суммы углов выпуклого четырехугольника?
2) Существует ли выпуклый многоугольник, каждый угол 
которого равен 165°?

23.4. 1) Во сколько раз сумма углов выпуклого десятиугольни­
ка больше суммы углов выпуклого шестиугольника?
2) Существует ли выпуклый многоугольник, сумма углов 
которого равна 1980°?

23.5. 1) Сколько сторон имеет выпуклый многоугольник, сумма 
углов которого вдвое больше суммы углов выпуклого де- 
вятиугольника?
2) В выпуклом четырехугольнике АВСО  биссектрисы уг­
лов А и В пересекаются в точке О (рис. 125). Докажите,

'В

Рис. 125 Рис. 126
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что угол между биссектрисами этих углов равен полусум­
ме углов С и О ( А С +  ^ . О ^ .  180°).

23.6. 1) Сколько сторон имеет выпуклый многоугольник, если 
каждый его угол на 18° больше каждого угла выпуклого 
четырехугольника с равными углами?
2) В выпуклом четырехугольнике А В С й  биссектрисы уг­
лов В и О пересекаются в точке О (рис. 126). Докажите, 
что угол между биссектрисами этих углов равен полураз- 
ности углов А и С ( А  А >  С).

23.7*. Докажите, что у выпуклого шестиугольника с равными 
углами стороны попарно параллельны.

23.8*. Докажите, что у выпуклого пятиугольника с равными 
углами нет параллельных сторон.

§ 24. ПАРАЛЛЕЛОГРАММ. СВОЙСТВА ПАРАЛЛЕЛОГРАММА

24.1. 1) На рисунке 127 М Ы К Р — параллелограмм, МТ  — бис­
сектриса угла ЫМР, ЫТ =  6 см, 77( =  4 см. Найдите пери­
метр параллелограмма.
2) Сумма трех углов параллелограмма равна 252°. Най­
дите углы параллелограмма.

24.2. 1) На рисунке 128 А В С й  — параллелограмм, ЭЕ  — бис­
сектриса угла АЭС, СО =  8 см, В Е =  12 см. Найдите пери­
метр параллелограмма.
2) В параллелограмме один из углов в 2 раза больше дру­
гого. Найдите углы параллелограмма.

24.3. 1) На рисунке 129 МЫКР — параллелограмм, МТ  — бис­
сектриса угла ЫМР, РТ — биссектриса угла М Р К , 
МЫ =  8 см. Найдите периметр параллелограмма.
2) Один из углов параллелограмма на 24° больше друго­
го. Найдите углы параллелограмма.

24.4. 1) На рисунке 130 А В С й  — параллелограмм, АВ =  АЕ,  
/_ВЕА =  70°. Найдите углы параллелограмма.
2) Диагонали параллелограмма МЫКР пересекаются в 
точке О. Найдите периметр треугольника ОЫКУ если 
М К =  18 см, ОР =  Ъ см, М Р =  11 см.

24.5. 1) Вне параллелограмма А В С й  проведена прямая, па­
раллельная диагонали АС и пересекающая продолжения
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сторон А В , СО, ЛО и ВС соответственно в точках В, Я, К и
В. Докажите, что В/( =  ЯВ.
2) Из вершины А острого угла параллелограмма проведе­
ны перпендикуляры Л # , и Л # 2 к прямым ВС и СО. Най­
дите углы параллелограмма, если /ЕНХАН 2=  130°.

24.6. 1) Проведена прямая, параллельная диагонали ВО па­
раллелограмма ЛВСО и  пересекающая стороны АВ  и ЛО 
соответственно в точках В и В и продолжения сторон ВС 
и СО соответственно в точках М и Р. Докажите, что 
МЕ =  ЕР.
2) Из вершины М тупого угла параллелограмма МЫКР 
проведены перпендикуляры М Н Х и УИ#2 к прямым ЫК и 
/СЯ. Найдите углы параллелограмма, если ^ # ,Л Ш 2= 7 0 о.

§ 25. ПРИЗНАКИ ПАРАЛЛЕЛОГРАММА

25.1. 1) На рисунке 131 ЛВСО — параллелограмм, ВГ =  0/С. 
Докажите, что АТСК  — параллелограмм.
2) Диагонали четырехугольника МЫКР пересекаются в 
точке О. Является ли этот четырехугольник параллело­
граммом, если МО =  7 см, Л4/С =  1,4 дм, N 0  =  5 см, 
ОР =  50 мм?

25.2. 1) На рисунке 132 МЫКР — параллелограмм, АЫ =  РВ.  
Докажите, что АКВМ  — параллелограмм.
2) Диагонали четырехугольника ЛВСО пересекаются в 
точке О, причем О А =  0,6 дм, О В =  3 см, ОС =  ВО =  60 мм. 
Является ли этот четырехугольник параллелограммом?

25.3. 1) На рисунке 133 ЛВСО — параллелограмм, ^.1 =  ^.2. 
Докажите, что АТСК  — параллелограмм.
2) Точки Л и В делят диагональ МК  параллелограмма 
МЫКР на три равные части. Докажите, что ЫАРВ — па­
раллелограмм.
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25.4. 1) На рисунке 134 М Ы К Р — параллелограмм, ^.1 =  ^.2. 
Докажите, что АЫВР  — параллелограмм.
2) АВСО  — параллелограмм; на прямой ВО отмечены 
точки М и Р так, что ВМ =  ОР =  ВО. Докажите, что 
АМСР  — параллелограмм.

25.5. 1) На рисунке 135 А В С О — параллелограмм, АР =  АМ =  
=  СЫ =  С/С. Докажите, что МЫКР — параллелограмм. 
2) Через середину О диагонали МК  параллелограмма 
МЫКР проведена прямая, пересекающая стороны ЫК и 
МР  соответственно в точках А и В. Докажите, что 
МАКВ  — параллелограмм.

25.6. 1) На рисунке 136 АВСО  — параллелограмм, АМ =  ВЫ =  
=  С К =  ОР. Докажите, что МЫКР — параллелограмм.
2) Через середину диагонали АС  параллелограмма АВСО  
проведена прямая, пересекающая стороны ВС и А О , а 
также продолжение сторон СО и А В соответственно в точ­
ках Р и Е (Р^С О у Е^АВ).  Докажите, что ЕАРС — парал­
лелограмм.

25.7*. 1) В выпуклом четырехугольнике АВСО  (рис. 137) 
А Е ± В О у  С Р ±В О у  АЕ =  СРУ А В А С =  /-АСО.  Докажите, 
что АВСО —  параллелограмм.
2) Постройте параллелограмм АВСО  по острому углу А 9 
стороне ВС и расстоянию между прямыми АО  и ВС. 

25.8*. 1) В выпуклом четырехугольнике АВСО  (рис. 138) 
ВЕ =  ОРу АЕ\\СР и А В А О +  А А О С =  180°. Докажите, 
что АВСО  — параллелограмм.
2) Постройте параллелограмм АВСО  по двум сторонам 
АО  и АВ  и высоте ВЕ (В Е < А В ).
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$ 26. ПРЯМОУГОЛЬНИК. РОМБ. КВАДРАТ

26.1. 1) В ромбе АВСО /ЕА =  Ъб°. Найдите угол между диа­
гональю ВО  и стороной ОС.
2) Постройте прямоугольник по одной из сторон и углу 
между этой стороной и диагональю.

26.2. 1) В прямоугольнике АВСО А В А С  =  35°. Найдите угол 
между диагоналями прямоугольника.
2) Постройте ромб по углу и стороне.

26.3. 1) В ромбе АВС О , где угол А острый, ВЕ и ВР  — высоты. 
Угол между диагональю ВО  и высотой ВР равен 40°.
а) Докажите, что ВЕ =  ВР.
б) Найдите углы ромба.
2) Постройте прямоугольник по одной из сторон и диаго­
нали.

26.4. 1) В прямоугольнике АВСО АЕ  и СР — перпендикуляры, 
опущенные из вершин Л и С на диагональ ВО. Угол меж­
ду диагоналями равен 30°, СР =  2 см.
а) Докажите, что АЕ =  СР.
б) Найдите длину диагонали ВО.
2) Постройте ромб по стороне и одной из диагоналей.

26.5. 1) В ромбе АВСО  биссектриса угла ВАС  пересека­
ет сторону ВС в точке М. Найдите углы ромба, если 
А А М С  =  120°.
2) Постройте прямоугольник по диагонали и углу между 
диагоналями.

26.6. 1) Перпендикуляр, опущенный из вершины угла А прямо­
угольника АВСО  на не проходящую через эту вершину 
диагональ, делит ее в отношении 1:3, считая от верши­
ны В. Диагональ равна 6 см. Найдите расстояние от точки 
пересечения диагоналей до большей стороны.
2) Постройте ромб по одному из его углов и расстоянию 
между параллельными сторонами.

26.7*. Внутри квадрата АВСО  взята точка К и на отрезке АК  
как на стороне построен квадрат А К ЕМ , у которого сторо­
на КЕ пересекает сторону АО.  Докажите, что отрезки ВК  
и ОМ равны.

26.8*. АВСО  — квадрат, точка М принадлежит стороне СО, 
АК  — биссектриса угла ВАМ (К(:ВС). Докажите, что
а м = в к + е>м .

$ 27. ТРАПЕЦИЯ. ОСЕВАЯ И ЦЕНТРАЛЬНАЯ СИММЕТРИЯ

27.1. 1) В трапеции АВСО АО  — большее основание. Через 
вершину В проведена прямая, параллельная СО, до пере­
сечения с >40 в точке Е. Периметр треугольника АВЕ  ра­
вен 17 см, а ВС =  3 см. Найдите периметр трапеции.
2) Постройте точки В, и Сь симметричные вершинам В и 
С треугольника АВС  относительно вершины >4. Докажите, 
что ВСВ,С, — параллелограмм.



27.2. 1) В трапеции МЫРК М К — большее основание. Через 
вершину N проведена прямая, параллельная Я/С, до пере­
сечения с МК  в точке Я, /СЫМР =  40°, /СМЫР =  75°. Най­
дите углы трапеции.
2) Постройте точку Яь симметричную вершине Я треуголь­
ника МКР  относительно прямой МК.  Докажите, что тре­
угольники МКР  и МКР\  равны. Докажите, что если тре­
угольник МКР  равнобедренный (МР =  КР), то Р М Р ХК — 
ромб.

27.3. 1) В равнобедренной трапеции АВСО >4=30°, / .А С О  =
=  135°, >40 =  20 см, ВС =  10 см.
а) Докажите, что >4С — биссектриса угла ВАС.
б) Найдите периметр трапеции.
2) Даны две взаимно перпендикулярные прямые а и Ь, пе­
ресекающиеся в точке О, и некоторая точка >4, не принад­
лежащая этим прямым. Точки >4! и >42 симметричны точке 
>4 соответственно относительно осей а и Ь. Докажите, что 
точки >4, и >42 симметричны относительно центра О.

27.4. 1) В прямоугольной трапеции АВСО А В А О  прямой,
В/4 С =  45°, /_ВСО =  135°, АО =  30 см.

а) Найдите меньшую боковую сторону трапеции.
б) Назовите три равных треугольника, из которых состав­
лена эта трапеция.
2) На некоторой прямой а выбрана точка О. Точка >4 не 
принадлежит этой прямой. Точка >4, симметрична точке >4 
относительно центра О, а точка >42 симметрична точке >4! 
относительно оси а. Докажите, что точки >4 и >42 симмет­
ричны относительно прямой, перпендикулярной прямой а 
и проходящей через точку О.

27.5. 1) В трапеции АВСО  основания АО  и ВС соответственно 
равны 15 и 5 см, / -  СОА =  60°. Через вершину В и середи­
ну СО — точку О проведена прямая до пересечения с про­
должением АО  в точке Е . А А В Е  =  90°, А С В Е  =  30°. Най­
дите периметр трапеции.
2) Постройте точки >4, и Вь симметричные точкам >4 и 
В относительно данной точки О. Докажите, что для любой 
точки прямой АВ  симметричная ей точка лежит на пря­
мой Л,В,.

27.6. 1) В равнобедренной трапеции АВСО /^А  =  75°. Диагона­
ли >4С и  ВО пересекаются в точке О, СЕ А. АО, СЕ =  А Е , 
ВО =  5 см. Найдите боковые стороны трапеции.
2) Постройте точки М х и /С,, симметричные данным точ­
кам М и К относительно данной прямой а. Докажите, что 
для любой точки отрезка МК  симметричная ей точка ле­
жит на отрезке М ХК Х.

27.7*. Даны выпуклый четырехугольник МКРТ  и точка О внут­
ри его. Постройте параллелограмм АВСО  так, чтобы точ­
ки М, /С, Р и Т лежали на прямых >4В, ВС, СО и ОА соот­
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ветственно, а точка О являлась точкой пересечения его 
диагоналей.

27.8*. Даны прямая а и точка О на ней. Точки Р и К не принад­
лежат прямой а (Я/0Ц^а). Постройте ромб так, чтобы пря­
мая а содержала одну из диагоналей ромба, а прямая 
РК  — одну из сторон ромба и точка О являлась точкой пе­
ресечения его диагоналей.

ПЛОЩАДИ
§ 28. СВОЙСТВА ПЛОЩАДЕЙ МНОГОУГОЛЬНИКОВ.

ПЛОЩАДЬ ПРЯМОУГОЛЬНИКА И КВАДРАТА

28.1. 1) Найдите площадь прямоугольника, если его периметр 
равен 80 см, а отношение сторон равно 2:3.
2) Площадь пятиугольника АВОСИ  (рис. 139) равна 
48 см2. Найдите периметр квадрата АВСО.

28.2. 1) Найдите периметр прямоугольника, если его площадь 
равна 98 см2, а одна из сторон вдвое больше другой.
2) Периметр квадрата МКРТ  (рис. 140) равен 48 см. Най­
дите площадь пятиугольника МОКРТ.

28.3. 1) В прямоугольнике АВСО  сторона АО  равна 10 см. Рас­
стояние от точки пересечения диагоналей до этой стороны 
равно 3 см. Найдите площадь прямоугольника.
2) АВСО  и МОКР  — равные квадраты (рис. 141), АВ — 
=  8 см. Найдите площадь и периметр четырехугольника 
АС КМ.

28.4. 1) Площадь квадрата равна 36 см2. Найдите расстояние 
от точки пересечения диагоналей квадрата до его сторон. 
2) АВСО  и ОСМК  — квадраты (рис. 142), АВ =  6 см. Най­
дите площадь и периметр четырехугольника ОСРО.

28.5. 1) В трапеции АВСО  ^ .>4=45°, / - С =  100°. Диагональ 
ВО составляет с боковой стороной СО угол 35°. На сторо­
не АВ  построен параллелограмм А ВР К  так, что точка 
О принадлежит отрезку ВР  и ВО :О Р =  2:1. Найдите пло­
щадь параллелограмма, если его периметр равен 30 см. 
2) АВСО  — прямоугольник, М, /С, Р и Т — середины его
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в к  с

сторон (рис. 143), >4В =  6 с м , > 40= 12  см. Найдите пло­
щадь четырехугольника МКРТ.

28.6. 1) В трапеции МРКО А М  =  45° и 135°. На стороне
МР  трапеции построен параллелограмм М Р й Т  так, что 
его сторона РО параллельна прямой КО и пересекает сто­
рону МО в точке >4, причем Я>4 :>4/)= 1:3. Площадь па­
раллелограмма равна 36 см2. Найдите его периметр.
2) АВСО  — прямоугольник, М, /С, Р и Т — середины сто­
рон (рис. 144), >4В=16 см, > 40= 10  см. Найдите площадь 
шестиугольника АМКСРТ.

28.7*. Точка >4 делит отрезок СО пополам, а точка В — на не­
равные части. Докажите, что площадь прямоугольника с 
измерениями СВ и ВО равна разности площадей квадра­
тов с измерениями >40 и >4В.

28.8*. Периметр прямоугольника равен 20 см. Что больше: пло­
щадь этого прямоугольника или квадрата, имеющего тот 
же периметр?

$ 29. ПЛОЩАДЬ ПАРАЛЛЕЛОГРАММА

29.1. 1) Стороньг параллелограмма равны 6 и 10 см, а высота, 
проведенная к меньшей из них, равна 8 см. Найдите высо­
ту, проведенную к другой стороне.
2) Начертите произвольный параллелограмм. Проведите 
какую-либо прямую, которая разделила бы изображен­
ный параллелограмм на два параллелограмма, имеющие 
равные площади.

29.2. 1) Стороны параллелограмма равны 6 и 10 см, а высота, 
проведенная к большей из них, равна 5 см. Найдите высо­
ту, проведенную к другой стороне.
2) Начертите произвольный параллелограмм. Постройте 
какой-либо прямоугольник, имеющий такую же площадь, 
что и изображенный параллелограмм.

29.3. 1) В параллелограмме две стороны равны 6 и 8 см, а один 
из углов 150°. Найдите площадь параллелограмма.
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2) Даны прямоугольник АВСО  и некоторый острый угол. 
Постройте параллелограмм по стороне, равной отрезку 
АО , и данному острому углу, имеющий такую же 
площадь, как и прямоугольник АВСО.

29.4. 1) В параллелограмме одна из сторон равна 10 см, а один 
из углов 30°. Найдите площадь параллелограмма, если 
его периметр равен 56 см.
2) Даны прямоугольник АВСО  и отрезок РН ( Р Н > А В ) .  
Постройте параллелограмм, имеющий такую же площадь, 
что и данный прямоугольник, и стороны, равные отрезкам 
АО  и РН.

29.5. 1) Площадь параллелограмма равна 48 см2, а периметр 
40 см. Найдите стороны параллелограмма, если высота, 
проведенная к одной из них, в 3 раза меньше этой стороны.
2) Дан параллелограмм АВСО , В К — его высота ( В К <  

С ^ А О у  Постройте квадрат, площадь которого в х  раз

больше площади параллелограмма, если х = 0 ,2 5 - ^ - .
29.6. 1) В параллелограмме АВСО  диагональ ВО перпендику­

лярна к основанию А О , угол В равен 135°, площадь па­
раллелограмма равна 49 см2. Найдите сторону АО  парал­
лелограмма.
2) Дан параллелограмм АВСО , АВ  меньше АО. Постройте 
ромб с теми же углами, что и параллелограмм АВСО , пло­
щадь которого в х  раз меньше площади параллелограм- 

у. АОма, если х =  4 .
А В

29.7*. 1) Через вершины А и О параллелограмма проведены две 
параллельные прямые; первая прямая пересекает сторону 
ВС в точке Е. Из точек А и Е опущены перпендикуляры 
АТ  и ЕР  на вторую из параллельных прямых. Докажите, 
что площади четырехугольников АЕРТ  и АВСО  равны.
2) Даны равнобедренная трапеция АВСО  с основаниями 
АО  и ВС и некоторый острый угол. Постройте паралле­
лограмм с острым углом, равным данному, и имеющий ту 
же площадь, что и трапеция АВСО.

29.8*. 1) Через вершины В и С параллелограмма АВСО  прове­
дены параллельные прямые, из которых первая пересека­
ет сторону АО  в точке В, а вторая — ее продолжение в 
точке Т. СС, и 7Т, — перпендикуляры к прямой ВЕ. Пло­
щадь треугольника СХТХТ равна 10 см2. Найдите площадь 
параллелограмма АВСО.
2) Даны треугольник АВС  с тупым углом А и произволь­
ный острый угол. Постройте параллелограмм, имеющий 
площадь, в 2 раза большую площади данного треугольни­
ка, по стороне, равной отрезку АС , и данному острому 
углу.
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$ 30. ПЛОЩАДЬ ТРЕУГОЛЬНИКА

30.1. 1) Две стороны треугольника равны 12 и 9 см, а угол 
между ними 30°. Найдите площадь треугольника.
2) Найдите площадь ромба, если его диагонали равны 8 и
7 см.

30.2. 1) Найдите площадь треугольника, две стороны которого 
равны 6 и 8 см, а угол между ними 30°.
2) Диагонали ромба равны 5 и 12 см. Найдите площадь 
ромба.

30.3. 1) В треугольнике АВС / - А  — 45°, В С =  10 см, а высота 
ВО делит сторону АС  на отрезки ЛО =  6 см, ОС =  8 см. 
Найдите площадь треугольника и высоту, проведенную к 
стороне ВС.
2) Площадь ромба равна 48 см2, а одна из диагоналей 
12 см. Найдите вторую диагональ.

30.4. 1) В треугольнике АВС / . С  =  45°, А В =  10 см, а высота >40 
делит сторону СВ на отрезки СО =  8 см, ОВ =  6 см. Най­
дите площадь треугольника и высоту, проведенную к сто­
роне АВ.
2) Найдите диагонали ромба, если одна из них в 3 раза 
больше другой, а площадь ромба 24 см2.

30.5. 1) В треугольнике АВС  ^.>4 =  75°, А В  =  30°, >4В=10 см. 
Найдите площадь треугольника.
2) Найдите сторону квадрата, если его диагональ равна 
10 см.

30.6. 1) В треугольнике АВС Л А  =  А В  =  7Ь°. Найдите ВС, ес­
ли площадь треугольника равна 36 см .
2) Найдите диагональ квадрата, если его сторона равна
8 см.

30.7*. 1) ЛО =  3 с м , ОВ =  6 см, ОС =  5 см, 0 0  =  4 см (рис. 145). 
Сумма площадей треугольников АОС  и ВОО равна 39 см . 
Найдите площадь треугольника >40С.
2) Площадь параллелограмма АВСО  равна ф. Точка 
М — середина стороны АВ, Р принадлежит стороне СО. 
Найдите площадь треугольника АМР.
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30.8*. 1) АМ =  6 см, МВ =  4 см. АК  =  4 см, А С =  12 см (рис. 146). 
Найдите площадь четырехугольника МВСК , если пло­
щадь треугольника ЛЛ4/С равна 16 см2.
2) Площадь параллелограмма АВСО  равна (}. На пря­
мой ВС взята точка М. Найдите площадь треугольни­
ка АМО.

§ 31. ПЛОЩАДЬ ТРАПЕЦИИ

31.1. 1) Основания трапеции относятся как 2:3, а высота равна 
6 см, площадь трапеции 60 см2. Найдите основания тра­
пеции.
2) В прямоугольной трапеции острый угол А равен 45°, 
а высота, проведенная из вершины тупого угла, делит 
большее основание на отрезки 2 и 6 см, считая от точки
А. Найдите площадь трапеции.

31.2. 1) Одно из оснований трапеции больше другого на 7 дм, 
высота равна 8 дм, площадь 96 дм2. Найдите основания 
трапеции.
2) Высота, проведенная из вершины тупого угла прямо­
угольной трапеции, составляет с боковой стороной угол 
45°. Основания трапеции равны 8 и 4 см. Найдите пло­
щадь трапеции.

31.3. 1) Высота трапеции в 3 раза больше одного из оснований, 
но вдвое меньше другого. Найдите основания трапеции и 
высоту, если площадь трапеции равна 168 см .
2) Острый угол равнобедренной трапеции равен 45°, а 
основания равны 8 и 6 см. Найдите площадь трапеции.

31.4. 1) Высота больше меньшего основания трапеции на 6 см, 
разность оснований равна 12 см. Найдите основания тра­
пеции, если ее площадь равна 64 см2.
2) В равнобедренной трапеции тупой угол равен 135°, 
меньшее основание равно 4 см, а высота 2 см. Найдите 
площадь трапеции.

31.5. 1) В равнобедренной трапеции высота, проведенная из 
вершины тупого угла, делит большее основание на два от­
резка, больший из которых равен 20 см. Найдите площадь 
трапеции, если ее высота равна 12 см.
2) В трапеции АВСО АО и ВС — основания, АО :ВС =  2:1. 
Точка Е — середина стороны ВС трапеции. Найдите пло­
щадь трапеции, если площадь треугольника А Е й  равна 
60 см2.

31.6. 1) В равнобедренной трапеции угол между диагоналями 
равен 90°, высота трапеции равна 8 см. Найдите площадь 
трапеции.
2) В трапеции АВСО ВС и АО — основания, ВС:АО =  3:4. 
Площадь трапеции равна 70 см2. Найдите площадь тре­
угольника АВС.
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§ 32. ТЕОРЕМА ПИФАГОРА

32.1. 1) Диагонали ромба равны 14 и 48 см. Найдите сторону ромба. 
2) В треугольнике два угла равны 45° и 90°, а большая 
сторона 20 см. Найдите две другие стороны треугольника.

32.2. 1) Стороны прямоугольника равны 8 и 12 см. Найдите его 
диагональ.
2) В треугольнике АВС А А  =  90°, А В  =  30°, >4/2 =  6 см. 
Найдите две другие стороны треугольника.

32.3. 1) В прямоугольной трапеции основания равны 5 и 17 см, 
а большая боковая сторона 13 см. Найдите площадь тра­
пеции.
2) В треугольнике две стороны равны 10 и 12 см, а угол 
между ними 45°. Найдите площадь треугольника.

32.4. 1) В прямоугольной трапеции боковые стороны равны 
15 и 9 см, а большее основание 20 см. Найдите площадь 
трапеции.
2) В треугольнике две стороны равны 12 и 8 см, а угол 
между ними 60°. Найдите площадь треугольника.

32.5. 1) В параллелограмме АВСО  ЙО =  2Д/41 см, >4С =  26 см, 
> 40= 16  см. Через точку О — точку пересечения диагона­
лей параллелограмма проведена прямая, перпендикуляр­
ная стороне ВС. Найдите отрезки, на которые эта прямая 
разделила сторону >40.
2) В треугольнике АВС АВ =  ВС. Высота АК  делит сторону 
ВС на отрезки В/С =  24 см и К С = \  см. Найдите площадь 
треугольника и сторону >4С.

32.6. 1) Две окружности радиусами 13 и 15 см пересекаются. 
Расстояние между их центрами О, и 0 2 равно 14 см. Об­
щая хорда этих окружностей >46 пересекает отрезок 0 , 0 2 
в точке К . Найдите ОхК и К 0 2 (О, — центр окружности 
радиусом 13 см).
2) В треугольнике АВС АВ =  АС. Высота ВМ равна 9 см 
и делит боковую сторону АС на два отрезка так, что 
АМ =  12 см. Найдите площадь и периметр треугольника. 

32.7*. 1) На продолжении диагонали >4С ромба АВСО  взята про­
извольная точка М, которая соединена с вершиной В. До­
кажите, что АМ -С М  =  М В2 — АВ 2.
2) В треугольнике АВС ВО — высота, проведенная из 
вершины прямого угла. Используя теорему Пифагора, до­
кажите, что В 0 2 =  АО-ОС.

32.8*. 1) Гипотенуза >46 прямоугольного треугольника АВС равна 
х. Произвольная точка М на катете ВС соединена с верши­
ной >4, а точка Н на катете >4С соединена с вершиной
В. Найдите длину отрезка М Н , если АМ2-\-ВН2 =  у2.
2) В треугольнике АВС ВО  — высота, проведенная из вер­
шины прямого угла. Используя формулу площади треуголь­
ника и теорему Пифагора, докажите, что А В 2 =  А О ->4С.
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$ 33. ПЛОЩАДИ

33.1. 1) Дан квадрат АВСО  со стороной 4 см. На стороне СО 
взята точка Е , такая, что ЕА =  5 см. Найдите:
а) СЕ; б) площадь четырехугольника АВСЕ.
2) Найдите площадь ромба, один из углов которого равен 
120°, а сторона равна 10 см.

33.2. 1) В прямоугольнике АВСО  >40 =  5 см, ОС =  18 см, АМ =  
=  13 см, где М — точка стороны ВС . Найдите:
а) МС; б) площадь четырехугольника АМСО.
2) Найдите площадь ромба, один из углов которого равен 
60°, а сторона равна 8 см.

33.3. 1) На стороне АВ  квадрата АВСО  взята точка М так, что 
СМ =  25 см. Диагональ квадрата равна 20^/2 см. Найдите: 
а) АМ; б) площадь четырехугольника АМСО.
2) Один из углов ромба равен 135°, а сторона ромба рав­
на а. Найдите площадь ромба.

33.4. 1) На стороне ВС прямоугольника взята точка М так, что 
А М = \ Ъ  см, >40=12 с м , ВО =  20 см. Найдите:
а) МС; б) площадь четырехугольника АМСО.
2) Один из углов ромба равен 45°, а сторона ромба равна 
а. Найдите площадь ромба.

33.5. 1) В треугольнике АВС >40 =  17 см, ОС =  25 см. Высота ВО 
равна 15 см. Найдите площадь треугольника.
2) В ромбе АВСО высота равна ху а А А В С = 120° .  На пря­
мой ВС взята точка М. Найдите площадь треугольни­
ка АМО.

33.6. 1) В треугольнике АВС  ^ .>4=45°, а высота ВО — 2 см. 
Найдите площадь треугольника, если прямая ВС состав­
ляет с прямой АО  угол 60°.
2) В параллелограмме АВСО  00_1_>40, ВО — 10 см, АС =  
=  26 см. На прямой АО  взята точка Р. Найдите площадь 
треугольника РВС.

33.7*. В трапеции АВСО  ОС||>40, >40 =  8 см, ОС =  7,5 см, 
СО =  6 см, >40=17,5 см. Найдите площадь трапеции. 

33.8*. В трапеции АВСО ВС и >40 — основания. >40=  10 см, ОС =  
=  5 см, >4С =  9 см, 0 0 = 1 2  см. Найдите площадь трапеции.

ПОДОБНЫЕ ТРЕУГОЛЬНИКИ

$ 34. ОПРЕДЕЛЕНИЕ ПОДОБНЫХ ТРЕУГОЛЬНИКОВ.
ОТНОШЕНИЕ ПЛОЩАДЕЙ ПОДОБНЫХ ТРЕУГОЛЬНИКОВ.

ТЕОРЕМА О БИССЕКТРИСЕ УГЛА

Л4.1. 1) >40 и >4,0, ,ВС и 0,С, — сходственные стороны подобных
ВСтреугольников АВС  и А ХВ ХСЬ -Ыг~= 2,5, >4,С, =  4 см, А В  —о,С,
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=  47°2Г. Найдите В,, АС  и отношение площадей этих 
треугольников.
2) Периметр треугольника равен 25 см, а его биссектриса 
делит противоположную сторону на отрезки, равные 7,5 и 
2,5 см. Найдите стороны треугольника.

34.2. 1) Треугольники АВС  и Л,В,С, подобны. ВС и В,С,, АС  и 
Л,С, — сходственные стороны. Найдите угол С,, АВ  и отно-

АСшение площадей этих треугольников, если - ^ -  =  4,4, 
А ХВ Х =  5 см, А С =  15°31'.
2) Периметр треугольника равен 35 см. Найдите отрезки, 
на которые биссектриса треугольника делит противопо­
ложную сторону, если две другие стороны треугольника 
равны 12 и 16 см.

34.3. 1) МН  и СЯ, МК  и СТ — сходственные стороны подобных 
треугольников МНК  и СРТ. Найдите 7Я, угол Н и отноше-

Мн 1
ние площадей треугольников СРТ и М НК , если »
Н К =  11 см, ^ Я  =  31°.
2) Отрезок ВО является биссектрисой треугольника ЛВС, 
углы ЛВВ и А равны. ЛВ =  28 см, ВС =  36 см, ВС =  27 см. 
Вычислите ВО.

34.4. 1) Треугольники /СВР и СОТ подобны, КЕ и СО, /(Я и СТ —
их сходственные стороны, - ^ - = ~ ,  ЕР =  2,2 см, / . Т  =  42°5'.
Найдите угол Я, 0 7  и отношение площадей треугольников 
КЕР  и СОТ.
2) Отрезок СО является биссектрисой треугольника ЛВС. 
Л С =  15 см, С 0 =  10 см, В С =  12 см, углы ЛСО и Л равны. 
Найдите ВО.

34.5. 1) ЛВ и Л,В„ ВС и Л , ^  — сходственные стороны подобных 
треугольников ЛВС и А ХВ ХСХ. Найдите В,СЬ угол Л и отно­
шение площадей треугольников ЛВС и Л ^ , ^ ,  если 
В С :А ХСХ =  5:2У АС =  7 дм, ^  =  17°.
2) В равнобедренном треугольнике ЛВС точка Е — сере­
дина основания ЛС, а точка К делит сторону ВС в отноше­
нии 2:5, считая от вершины С. Найдите отношение, в ко­
тором прямая ВЕ  делит отрезок Л/С.

34.6. 1) В подобных треугольниках ЛВС и С,Л,В, ЛВ и С,Л,, ВС 
и Л,В, — сходственные стороны, ВС:Л,В, =  3:4, Л С = 6  см, 
^ . Л , =  15°. Найдите В,С„ угол В и отношение площадей тре­
угольников А ХВ ХСХ и ЛВС.
2) В треугольнике АШЯ МН =  НР , точка /С — середина от­
резка Л4Я, а О^НР.  Прямая Я/С делит отрезок АЮ в отно­
шении 3:4, считая от точки О. Найдите отношение ЯО:ОЯ. 

34.7*. 1) ЛВС — равнобедренный прямоугольный треугольник с 
гипотенузой ЛС, в Ь  — его высота. Запишите равенство 
отношений сходственных сторон треугольников ЛВС и 
ВВС, если известно, что они подобны.

46



2) В треугольнике ЛВС ЛВ =  ВС, ЛЛ, и ВВ, — биссектрисы. 
Докажите, что данный треугольник равносторонний, если 
В Л ,= Л В ,.

34.8*. 1) АВС  — неравнобедренный прямоугольный треугольник 
с гипотенузой АС , ВО — его высота. Запишите равенство 
отношений сходственных сторон треугольников АВО  и 
ВСО , если известно, что они подобны.
2) Докажите, что если медиана и высота, проведенные из 
одной вершины треугольника, делят его угол на три рав­
ные части, то этот треугольник прямоугольный.

§ 35. ПЕРВЫЙ И ВТОРОЙ ПРИЗНАКИ ПОДОБИЯ ТРЕУГОЛЬНИКОВ

35.1. 1) Докажите, что изображенные на рисунке 147 треуголь­
ники подобны.
2) Продолжения боковых сторон трапеции АВСО (рис. 148) 
пересекаются в точке О. Найдите ВО и отношение площа­
дей треугольников ВОС и АОО , если АО =  5 см, ВС =  2 см, 
>40 =  25 см.

35.2. 1) Докажите, что изображенные на рисунке 149 треуголь­
ники подобны.
2) Отрезки АВ  и СО пересекаются в точке О (рис. 150), 
>40 =  12 см, ВО =  4 см, СО =  30 см, 0 0 =  10 см. Найдите 
угол С>40, если А О В О  =  61°. Найдите отношение площа­
дей треугольников >40С и ВОВ.

35.3. 1) Докажите, что изображенные на рисунке 151 треуголь­
ники подобны.
2) Прямая, параллельная стороне >4С треугольника ЛВС, 
пересекает стороны АВ  и ВС соответственно в точках М и 
Н . Найдите АС  и отношение площадей треугольников ЛВС 
и ВАШ, если М В =  14 см, Л В =  16 см, МН  =  28 см.

35.4. 1) Докажите, что треугольники МВН  и СВЛ подобны 
(рис. 152).
2) В треугольнике ЛВС Л В =  15 м, ЛС =  20 м, ВС =  32 м. 
На стороне АВ  отложен отрезок АО =  9 м, а на стороне 
АС  — отрезок А Е =  12 м. Найдите ОЕ и отношение площа­
дей треугольников ЛВС и ЛОВ.



35.5. 1) На рисунке 153 ^  1 =  ^.2, >40 =  4, >4С =  9. Найдите >4В 
и отношение площадей треугольников А В й  и АВС.
2) Диагонали четырехугольника АВСО  пересекаются в 
точке О, >40• ВО =  СО*0 0 .  Докажите, что площади тре­
угольников >4С0 и >4В0 равны.

35.6. 1) На рисунке 154 В С ± А С , М Н ± В С , 2МС =  ВС, ЛШ =  
=  0,5>4С. Докажите, что >4В||С//. Найдите отношение 
площадей треугольников АВС  и МСН.
2) В трапеции АВСО АО  и ВС — основания, О — точка 
пересечения диагоналей, >40:0С =  3:2. Найдите отноше­
ние площадей треугольников АВС  и >4СО.

§ 36. ТРИ ПРИЗНАКА ПОДОБИЯ ТРЕУГОЛЬНИКОВ

36.1. 1) Подобны ли два треугольника АВС  и А ХВ ХСЬ если >4С =  
=  14 см, >4,В, =  22 см, В ХСХ =  26 см, >4,^ = 2 8  см, >4В= 11 см, 
ВС =  13 см?
2) Отрезки /1В и СВ, пересекающиеся в точке О, таковы, 
что >401| ВС. Докажите, что =  •

36.2. 1) Подобны ли два равнобедренных треугольника, если 
боковая сторона и основание одного из них пропорцио­
нальны боковой стороне и основанию другого?
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2) Прямая пересекает стороны ЛВ и ВС треугольника 
АВС в точках М и Н соответственно. В А = З М В , В Н = ^  ВС.
Докажите, что АШЦЛС.

36.3. 1) Подобны ли два треугольника МНК  и СРТ , если 
МН =  10, 77> =  24, Н К =  15, С Я = 1 6 , МК =  20, СГ =  32?
2) Точка В — середина стороны ВС параллелограмма 
АВСО.  Докажите, что прямая АЕ  делит диагональ парал­
лелограмма ВО в отношении 1:2.

36.4. 1) Из металлических стержней изготовили три разносто­
ронних подобных треугольника. В каждом треугольнике 
большую сторону закрасили в красный цвет, а мень­
шую — в синий. Будет ли треугольник, составленный из 
синих стержней, подобен треугольнику, составленному из 
красных стержней?
2) Отрезки АВ  и СО пересекаются в точке О, АВА.СО,  
А О = ^  О В, 0 О = З С 0 .  Найдите угол ОСА, если /СОВО =  2Ъ°.

36.5. 1) В треугольниках ЛВС и Л,В,С, ЛВ =  7, ВС =  6, Л С =  12, 
Л,В, =  4,5, В,С, =  9, Л,С, =  5,25. Выразите угол С, через уг­
лы С и В.
2) Основания трапеции равны 9 и 6 см, а высота равна 
10 см. Найдите расстояния от точки пересечения диагона­
лей трапеции до ее оснований.

36.6. 1) Докажите, что если гипотенуза и катет одного прямо­
угольного треугольника пропорциональны гипотенузе и ка­
тету другого прямоугольного треугольника, то такие тре­
угольники подобны.
2) На сторонах ЛВ, ВС и СЛ треугольника ЛВС отмечены 
соответственно точки М , Я, К так, что 4А М = А .В У ЗНС =  ВН. 
В каком отношении прямая МН  делит отрезок В/С?

36.7*. 1) На рисунке 155 АВСО  — параллелограмм, ^ г =  
А Р= - ^ Ф 1 .  Докажите, что четырехугольник МКТР  — тра­

пеция.
2) Докажите, что два равнобедренных треугольника по­
добны, если боковая сторона и медиана, проведенная к
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ней, одного треугольника пропорциональны боковой сто­
роне и медиане, проведенной к ней, другого треугольника.

36.8*. 1) В треугольниках ВМЕ  и 077 / на рисунке 156 =
М Е В Е  и  , г>п Г л=  “7т7‘ = “577 • Докажите, что А В С и — параллелограмм.

2) Докажите, что отрезок, соединяющий основания высот 
остроугольного треугольника, отсекает от этого треуголь­
ника треугольник, подобный данному.

§ 37. СРЕДНЯЯ ЛИНИЯ ТРЕУГОЛЬНИКА. СВОЙСТВО МЕДИАН ТРЕУГОЛЬНИКА

37.1. 1) М и К соответственно середины сторон АВ  и ВС тре­
угольника ЛВС, МВ =  6 см, МК =  Ъ см, В С =  14 см. Най­
дите периметр треугольника АВС.
2) Найдите расстояние от точки пересечения медиан рав­
нобедренного треугольника АВС  до стороны ВС, если 
АВ =  А С =  10 см, В С =  16 см.

37.2. 1) К и Р соответственно середины сторон АВ  и ВС тре­
угольника АВСу ЛС =  8 с м , СР =  6 см, ЛВ =  14 см. Найди­
те периметр треугольника ВКР.
2) В равнобедренном треугольнике АВС АВ =  А С =  13 см, 
ВС = 1 0  см. Найдите расстояние от точки пересечения ме­
диан треугольника до вершины А.

37.3. 1) В прямоугольном треугольнике с углом 30° и меньшим 
катетом 6 см проведены средние линии. Найдите периметр 
треугольника, образованного средними линиями.
2) В треугольнике со сторонами 25, 25, 14 см найдите расстоя­
ния от точки пересечения медиан до вершин треугольника.

37.4. 1) В прямоугольном треугольнике с углом 45° и гипотену­
зой 8 см проведены средние линии. Найдите периметр тре­
угольника, образованного средними линиями.
2) В равнобедренном треугольнике расстояния от точки 
пересечения медиан до вершин треугольника равны 25, 
14 и 25 см. Найдите стороны треугольника.

37.5. 1) В треугольнике АВС  медианы ЛЛ,, ВВ, и СС, пересека­
ются в точке О. Точки Л2, В2, С2 я в л я ю т с я  серединами от­
резков ОЛ,, ОВ,, ОС, соответственно. Докажите, что тре­
угольники АВС  и А 2В2С2 подобны.
2) В треугольнике со сторонами 15, 15 и 24 см найдите 
расстояния от точки пересечения медиан до сторон тре­
угольника.

37.6. 1) В треугольнике АВС  медианы ЛЛ,, ВВ,, СС, пересека­
ются в точке О. Точки Л2, В2, С2 являются соответственно 
серединами отрезков >40, ВО, СО. Докажите, что тре­
угольники >4,В,С, и Л2В2С2 равны.
2) Расстояния от точки пересечения медиан равнобедрен­
ного треугольника до сторон равны 8, 8 и 5 см. Найдите 
стороны треугольника.
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$ 38. ПРОПОРЦИОНАЛЬНЫЕ ОТРЕЗКИ 
В ПРЯМОУГОЛЬНОМ ТРЕУГОЛЬНИКЕ.

ДЕЛЕНИЕ ОТРЕЗКА НА РАВНЫЕ ЧАСТИ

38.1. 1) В треугольнике на рисун­
ке 157 ас= \ ,  с =  4. Найдите 
а, Ь, Ьс, к.
2) Начертите отрезок и, ис­
пользуя циркуль, линейку и 
чертежный угольник, разде­
лите его на 5 равных частей.

38.2. 1) В треугольнике, изображенном на рисунке 157, ас =  6, 
Ьс =  2. Найдите к, с, а, Ь.
2) Начертите отрезок и, используя циркуль, линейку и 
чертежный угольник, разделите его на 3 равные части.

38.3. 1) Гипотенуза прямоугольного треугольника равна 13, 
один из катетов равен 5. Найдите второй катет, высоту, 
проведенную из вершины прямого угла, и отрезки, на ко­
торые эта высота делит гипотенузу.
2) Начертите отрезок и, используя циркуль, линейку и 
чертежный угольник, разделите его в отношении 3:2.

38.4. 1) Высота, проведенная к гипотенузе прямоугольного треуголь­
ника, равна 5, а один из катетов 13. Найдите гипотенузу, вто­
рой катет и отрезки, на которые высота делит гипотенузу. 
2) Начертите отрезок и, используя циркуль, линейку и 
чертежный угольник, разделите его в отношении 3:4.

38.5. 1) Гипотенуза прямоугольного треугольника равна 5, а 
высота, проведенная к ней, равна 2. Найдите катеты и от­
резки, на которые эта гипотенуза делится высотой.
2) Начертите три произвольных отрезка А В , А ХВ Х, А 2В2 и, 
используя циркуль и линейку, постройте отрезок X V , 
удовлетворяющий условию А 2В2:АВ =  А хВ х:ХУ.

38.6. 1) В прямоугольном треугольнике АВС  к гипотенузе АС про­
ведена высота В Д  ВС= 2  см, >40 =  3 см. Найдите Ьс, ВО, АВ. 
2) Даны три отрезка, имеющие длины а, А, с. Постройте отре­
зок длиной х , используя циркуль и линейку, если а - х = Ь - с .

38.7*. 1) В трапеции АВСО  ^.>4=90°, луч ОМ,  являющийся бис­
сектрисой острого угла АОС, пересекает отрезок АВ  в его 
середине — точке М. Из точки М проведен перпендику­
ляр МК  к стороне СО. /СС =  4 см, /СО =  9 см. Найдите МК.  
2) Даны два отрезка, имеющие длины а и Ь. Постройте 

о 2 Л[аЬотрезок длиной — г— , используя циркуль и линеику.
о

38.8*. 1) Диагонали прямоугольной трапеции взаимно перпен­
дикулярны. Найдите меньшее основание трапеции, если ее 
высота равна 2, а большее основание 3.
2) Пусть а и Ь — длины двух данных отрезков. Используя 
циркуль и линейку, постройте отрезок длиной 0,4 д/ай~.
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$ 39. ЗАДАЧИ НА ПОСТРОЕНИЕ МЕТОДОМ ПОДОБИЯ

39.1. По данному углу Я и данным отрезкам ЯгФг* Я3ф3,
используя циркуль, линейку и чертежный угольник, построй­

ся  АСте треугольник АВС  так, чтобы ^ .А  — /И.Н, -б т г = -б~гГ и
Г  1 ^ 1  "  2 4 2

АС =  Р 3Р 3.
39.2. По данным отрезкам Р х(}ь Я2С2, Я3ф3, Р4(24, используя 

циркуль, линейку и чертежный угольник, постройте тре-
угольник АВС  так, чтобы =  и АС =  Р4(}4.

^ \ 4 \  г 2Ч 2 ^ Ъ 4 Ъ
39.3. Используя циркуль, линейку и чертежный угольник, мето­

дом подобия постройте треугольник по двум углам и высо­
те, проведенной из вершины третьего угла.

39.4. Используя циркуль, линейку и чертежный угольник, мето­
дом подобия постройте прямоугольный треугольник по 
острому углу и биссектрисе прямого угла.

39.5. Используя циркуль, линейку и чертежный угольник, построй­
те параллелограмм, стороны которого относятся как 1:2, по 
острому углу и диагонали, проведенной из вершины этого 
угла.

39.6. Используя циркуль, линейку и чертежный угольник, по­
стройте параллелограмм, стороны которого относятся как 
1:3, по тупому углу и большей диагонали.

39.7*. В треугольник АВС  впишите равнобедренный прямо­
угольный треугольник МНР  так, чтобы точки М, Я, Р  бы­
ли точками сторон А В , ВС и АС  соответственно, а угол 
МНР  был равен 90°.

39.8*. В данный треугольник впишите прямоугольник с данным 
соотношением сторон так, чтобы две его вершины принад­
лежали разным сторонам треугольника, а две другие ле­
жали на третьей.

$ 40. ИЗМЕРИТЕЛЬНЫЕ РАБОТЫ НА МЕСТНОСТИ

40.1. Найдите высоту дерева (рис. 158), если длина шеста АС  с 
вращающейся планкой равна 1,5 м, ВС — 3,3 м, ВСХ =  13,2 м.

40.2. Для определения расстояния от точки А до недоступной 
точки В (рис. 159) выбирают точку С и измеряют ЛС, АА>
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л  ____________
А, О, А С

Рис. 160
А С .  Затем строят на бумаге треугольник А 1В 1СЬ подобный 
треугольнику АВС.  Вычислите А В , если АС = 112  м, 
Л ,С ,= 5 ,6  с м , >4,6, =  8,4 с м . Вычисления обоснуйте.

40.3. Длина солнечной тени от дерева равна 24 м. Вертикаль­
ный шест высотой 1 м 50 см в тот же момент отбрасывает 
тень длиной 1 м 60 см. Вычислите высоту дерева.

40.4. Для определения расстояния от точки А до недоступной 
точки В (рис. 160) измерили углы Л и С, получили 
А  А =  45°, А С  =  60°, >4С =  80 м . Постройте в тетради тре­
угольник >4,6,С,, подобный треугольнику АВС , сделайте 
необходимые измерения и найдите искомое расстояние.

§ 41. ПОДОБНЫЕ МНОГОУГОЛЬНИКИ

41.1. 1) Объясните, почему десятиугольник не может быть по­
добен девятиугольнику.
2) Найдите периметры двух подобных многоугольников с 
коэффициентом подобия к =  5, если их разность равна 
16 см.

41.2. 1) Являются ли равные многоугольники подобными? Р ав ­
ны ли подобные многоугольники?
2) Сумма периметров двух подобных многоугольников 
равна 490 м. Найдите каждый из периметров, если коэф­
фициент подобия равен 6.

41.3. 1) Сформулируйте один из признаков подобия ромбов.
2) Длина стороны многоугольника равна 3 м, а длина 
сходственной стороны подобного ему многоугольника рав­
на 48 дм. Найдите периметры этих многоугольников, если 
их разность составляет 12 м.

41.4. 1) Сформулируйте один из признаков подобия прямо­
угольников.
2) Сумма периметров двух подобных многоугольников 
равна 56 м. Найдите эти периметры, если меньшая сторо­
на первого многоугольника равна 4 м, а меньшая сторона 
второго 72 дм.

41.5. 1) Внешний и внутренний контуры рамки имеют форму 
прямоугольника, ширина рамки равна 2 см. Будут ли по­
добны внешний и внутренний прямоугольники, если внеш­
ний имеет размер 30X 40 см?
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2) В трапеции А В С й  АВ =  В С = С О .  Диагонали трапеции 
пересекаются в точке О. Найдите отношение периметров 
треугольников АВС  и ВОС, если ЛС:ВС =  5:4.

41.6. 1) Прямоугольные цементные плиты, выпускаемые заво­
дом, имеют такие размеры, что половина плиты подобна 
целой плите. Найдите отношение сторон таких плит.
2) Основания трапеции равны 4 и 9 см, а одна из диагона­
лей 6 см. Найдите отношение периметров треугольников, 
на которые диагональ разбивает трапецию.

§ 42. СИНУС, КОСИНУС, ТАНГЕНС ОСТРОГО УГЛА 
ПРЯМОУГОЛЬНОГО ТРЕУГОЛЬНИКА.

ОСНОВНОЕ ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКОЕ ТОЖДЕСТВО

42.1. 1) Найдите синус, косинус и тангенс острых углов А и В 
прямоугольного треугольника ЛВС, если Л В =  13 см, 
ВС =  12 см. з
2) Найдите з т  а и а, если с о за  =  —, 0 ° < а < 9 0 ° .

42.2. 1) Найдите синус, косинус и тангенс острых углов А и 
С прямоугольного треугольника ЛВС, если ЛС =  25 см, 
ЛВ =  7 см.

2
2) Найдите соз а и а, если з т а = —, 0 ° < а < 9 0 ° .

42.3. 1) Докажите, что если два прямоугольных треугольника 
имеют по равному катету, то отношение синусов углов, 
противолежащих этим катетам, обратно отношению гипо­
тенуз, а отношение тангенсов этих углов обратно отноше­
нию неравных катетов.
2) Найдите з т  а и соз а, если 1 ^ а  =  ~ .

42.4. 1) Докажите, что если два прямоугольных треугольника 
имеют равные гипотенузы, то синусы их острых углов про­
порциональны противоположным катетам, а косинусы 
этих углов пропорциональны прилежащим катетам.з
2) Вычислите з т  а и соз а, если 1 ^ а  =  —.

42.5. Стороны остроугольного треугольника равны 13, 14 и 15 см. 
Вычислите синус, косинус и тангенс каждого из углов тре­
угольника.

42.6. Вычислите синус, косинус и тангенс углов остроугольного 
треугольника со сторонами 17, 25 и 28 см.

§ 43. РЕШЕНИЕ ПРЯМОУГОЛЬНЫХ ТРЕУГОЛЬНИКОВ 
С ИСПОЛЬЗОВАНИЕМ МИКРОКАЛЬКУЛЯТОРОВ

43.1. >) В треугольнике МНР А Р  =  90°, УИ# =  4,67, А Н  =  65° 12'. 
Найдите неизвестные элементы треугольника.
2) Найдите углы треугольника, стороны которого равны 
9,5; 9,5 и 6,5 см.



43.2. 1) В треугольнике КЬР А Р = 90°, /(В =12,4 см, ^./С=41°2Г. 
Найдите неизвестные элементы треугольника.
2) Найдите углы треугольника, стороны которого равны 
95; 95 и 178,5 мм.

43.3. 1) В треугольнике ЛВС ^ .С = 90°, ^.А  =  20°30/, ЛС =  32,6 см. 
Найдите неизвестные элементы треугольника.
2) В равнобедренной трапеции основания равны 9 и 5 см, 
а один из углов 147° 15'. Найдите площадь и периметр 
трапеции.

43.4. 1) В треугольнике ВВС / - С = 90°, 21Я =  63°24', С Е =  15,9 см. 
Найдите неизвестные элементы треугольника.
2) В прямоугольной трапеции основания равны 13 и 8 см, 
а один из углов 112°57/. Найдите периметр и площадь 
трапеции.

43.5. 1) В треугольнике ЛВС ^ 1 С = 90°, Л С=2,7  см, ВС =  3,22 см. 
Найдите неизвестные элементы треугольника.
2) В треугольнике две стороны равны 6 и 8 см, а угол между 
ними 40°31'. Найдите неизвестные углы и сторону тре­
угольника.

43.6. 1) В треугольнике СОМ А М = 90°, СО =  4,2 см, СМ =  2,7 см. 
Найдите неизвестные элементы треугольника.
2) В треугольнике две стороны треугольника равны 10 и 
12 см, а угол между ними 141°13'. Найдите неизвестные 
углы и сторону треугольника.

§ 44. РЕШЕНИЕ ПРЯМОУГОЛЬНЫХ ТРЕУГОЛЬНИКОВ

44.1. 1) В треугольнике ЛВС, изображенном на рисунке 161, 
угол ЛСВ прямой, СО — высота треугольника, угол Л ра ­
вен а. Найдите Л С, ВС и Л О, если известно, что ЛВ =  /п.
2) Стороны параллелограмма равны 8 и 10 см, угол меж­
ду ними 60°. Найдите площадь параллелограмма.

44.2. 1) На рисунке 162 изображен прямоугольный треугольник 
МНР  и его высота Я/С, МРН  =  90°, ЯЯ =  6, А Н  =  $. 
Найдите МЯ, МР  и КН.
2) Найдите площадь параллелограмма, у которого сторо­
ны равны 8 и 6 см, а угол равен 45°.

44.3. 1) На рисунке 163 изображены прямоугольные треугольники 
ЛВС и ЛОВ (^ 1 Л В С =  210 =  90°), А С А В  =  а , 21ЛВ0 =  р, 
ВС =  а. Найдите Л О.



2) В прямоугольной трапеции меньшее основание равно 6, 
а меньшая боковая сторона 2Д/3̂ . Найдите площадь трапе­
ции, если один из ее углов равен 120°.

44.4. 1) На рисунке 164 изображены прямоугольные треугольники 
ЛВС и ЛВВ ( / - С  =  А А В О  =  00° \  А С А В  =  ау А В А О  =  & 
АС =  т. Найдите ЛВ.
2) В равнобедренной трапеции меньшее основание равно 
5, а высота д/з". Найдите площадь трапеции, если один из 
ее углов равен 150°.

44.5. 1) Вх треугольнике ЛВС, изображенном на рисунке 165, 
угол С прямой. Биссектриса ЛО равна /, угол ВАС  равен 
а. Найдите ВО.
2) В равнобедренном треугольнике ЛВС ЛС — основание, 
^1Л = 3 0 ° ,  СО — высота. Найдите высоту, опущенную из 
вершины В, если АО =  20 см.

44.6. 1) На рисунке 166 изображен треугольник ЛВС с прямым 
углом С, / - ВЛО =  р, А В А С  =  а, АВ =  т. Найдите ВО.
2) В равнобедренном треугольнике ЛВС ЛВ =  ВС, / - А В С =  
=  120°, СО — высота. Найдите ЛО, если высота, прове­
денная к основанию, равна 10 см.

44.7*. В треугольнике ЛВС ЛВ =  ВС, ВР и АЕ  — высоты, А Е : В Р =
=-^-. Найдите косинус угла при основании треугольника.

44.8*. В треугольнике ЛВС ЛВ =  ВС, ВР  и АЕ  — высоты. Найди­
те отношение А Е : В Р , если косинус угла при основании 

2треугольника равен —.

ОКРУЖНОСТЬ
§ 45. КАСАТЕЛЬНАЯ К ОКРУЖНОСТИ

45.1. 1) Прямая Л В касается окружности с центром О и радиу­
сом 5 см в точке Л. Найдите ОВ, если Л В =  12 см.
2) В треугольнике ЛВС угол Л прямой. Докажите, что 
прямая ЛС касается окружности с центром в точке В и 
радиусом ЛВ.

45.2. 1) Прямая Л В касается окружности с центром О и радиу­
сом 15 см в точке В. Найдите ЛВ, если ОЛ =  17 см.
2) Четырехугольник АВСО  — прямоугольник. Докажите,
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что прямая ВС касается окружности с центром в точке 
О и радиусом ОС.

45.3. 1) Из точки А к окружности с центром О и радиусом 8 см 
проведены касательные АВ  и АС  (В и С — точки касания). 
Найдите АВ  и АС , если /_ВАС =  60°.
2) Точка О — середина основания АВ  равнобедренного 
треугольника АВС.  Докажите, что прямая АВ  касается 
окружности с центром в точке С и радиусом СО.

45.4. 1) Из точки М к окружности с центром О проведены каса­
тельные МА и МВ (А и В — точки касания). Найдите АМ  
и В М , если А А М В  =  90°, ОМ =  10 см.
2) АК  — биссектриса равностороннего треугольника АВ С . 
Докажите, что прямая ВС касается окружности с центром 
в точке А и радиусом АК.

45.5. 1) Из точки М к окружности с центром О и радиусом 8 см 
проведены касательные АМ  и ВМ (А и В — точки каса­
ния). Найдите периметр треугольника А В М , если 
А А О В =  120°.
2) Даны прямая Л и точка >4, не лежащая на ней. С помощью 
циркуля и линейки постройте окружность с центром в точ­
ке Л и касающуюся прямой к .

45.6. 1) Из точки А к окружности с центром О проведены каса­
тельные ЛВ и АС  (В и С — точки касания). Найдите пери­
метр треугольника ЛВС, если ОЛ =  12 см, А В О С  =  60°. 
2) Даны прямая а, точка М на ней и отрезок Я(?. С по­
мощью циркуля и линейки постройте окружность радиу­
сом, равным касающуюся прямой а в точке М.

§ 46. ЦЕНТРАЛЬНЫЕ И ВПИСАННЫЕ УГЛЫ

46.1. 1) Точки Л, В и С делят окружность с центром О на 
три дуги: ч^ЛВ, ч̂ В С  и ч^ЛС, градусные меры которых 
относятся как 7:5 :6 . Найдите углы ЛВС, ВЛС, ЛОВ. 
2) Хорды ЛВ и СО пересекаются в точке М. Найдите дли­
ну хорды ЛВ, если СМ =  4 см, ОМ =  9 см, А М :М В  =  4.

46.2. 1) Вершины треугольника ЛВС делят окружность с центром 
О на три дуги: ч^ЛВ, ч^ВС и ч^ЛС, градусные меры кото­
рых относятся как 2 :9 :7 . Найдите углы ЛОС, ВОС и ЛСВ. 
2) Хорды МК  и РТ  пересекаются в точке Л. Найдите дли­
ну ЛМ, если АР =  2 дм, Л7 =  24 дм, ЛУИ:/(Л=3:4.

46.3. 1) Точки Л, В и С лежат на окружности с центром О, 
2.ЛВС =  50°, ч^ЛВ: ч^СВ =  5:8. Найдите эти дуги и /САОС. 
2) Диаметр ЛВ пересекает хорду СО в точке М. Найдите 
отрезки, на которые точка М делит диаметр ЛВ, если 
г =  10 см, СМ =  4 см, МО =  9 см.

46.4. 1) Точки /С, М и Т лежат на окружности с центром О, 
/_КМТ =  79°Ч ^ К М :  ^ М Г = 5 : 6 .  Найдите эти дуги и А  КОТ.
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2) Хорда ЛВ пересекает диаметр СО окружности с 
центром О в точке К. Найдите хорду А В , если АК =  11 см, 
СК =  3 см, 0 0 = 1 2 , 5  см.

46.5. 1) Окружность с центром О касается сторон А В , ВС , 
СЛ треугольника ЛВС в точках Я, /С, Я соответствен­
но. Найдите ^ Р К ,  ^ / ( Т ,  ч^ЯЯ и ^.Я/СЯ, если 
/ - А В С  =  Ы°, А  ВАС =  95°.
2) Точка /С делит хорду АР  на отрезки 12 и 14 см. Найдите 
радиус окружности, если расстояние от центра окружно­
сти до точки К равно И см.

46.6. 1) Окружность с центром О касается сторон МК, КТ и ТМ 
треугольника МКТ  в точках Л, В и С соответственно. Най­
дите углы треугольника ЛВС, если А М К Т  =  420, 
А К М Т  =  82°.
2) Хорда Я/С делится точкой М на два отрезка РМ =  7 дм, 
МК =  8 дм. Найдите расстояние от точки М до центра 
окружности, если ее радиус равен 9 дм.

§ 47. ЗАМЕЧАТЕЛЬНЫЕ ТОЧКИ В ТРЕУГОЛЬНИКЕ

47.1. 1) В остроугольном треугольнике ЛВС высоты ЛЛ, и ВВ, 
пересекаются в точке О. Найдите угол ОСЛ, если 
А В А С  =  58°.
2) В треугольнике ЛВС биссектрисы ЛЛ, и ВВ, пересека­
ются в точке О, удаленной от стороны ЛВ на 4 см. Найди­
те площадь треугольника ВОС, если ВС = 1 0  см.

47.2. 1) В остроугольном треугольнике ЛВС серединные пер­
пендикуляры сторон ЛВ и ВС пересекаются в точке О и 
0 В =  10 см. Найдите расстояние от точки О до стороны 
Л С, если А О А  С =  30°.
2) В треугольнике ЛВС медианы ЛЛ, и ВВ, пересекаются 
в точке О и взаимно перпендикулярны. Найдите площадь 
треугольника ЛОВ, если Л Л ,=  18 см, ВВ, =  24 см.

47.3. 1) В остроугольном треугольнике ЛВС высоты ЛЛ, и СС, 
пересекаются в точке О. Найдите угол ОВЛ, если 
А О С А = Ж .
2) В треугольнике ЛВС биссектрисы ВВ, и СС, пересека­
ются в точке О. Найдите отношение площадей треугольни­
ков ВОЛ и ЛОС, если Л В =  10 см, Л С =  15 см.

47.4. 1) В остроугольном треугольнике ЛВС серединные перпен­
дикуляры сторон Л В и ЛС пересекаются в точке О и 
О Л = 8  см. Найдите площадь треугольника ОВС, если 
^ О В С  =  60°.
2) В треугольнике ЛВС медианы ЛЛ, и СС, пересекаются 
в точке О и взаимно перпендикулярны. Найдите стороны 
треугольника, если Л Л ,= 9  см, СС, =  12 см.

47.5. 1) В остроугольном треугольнике ЛВС высоты ВВ, и СС, 
пересекаются в точке О. Найдите угол ОЛВ, если 
ВС =  2ВС,.

58



2) В треугольнике АВС  медианы 5 5 ,  и СС, пересекаются 
в точке О и взаимно перпендикулярны. Найдите 0>4, если 
5 5 ,  =  36 см, СС, =  15 см.

47.6. 1) В остроугольном треугольнике АВС  серединные пер­
пендикуляры сторон ВС и АС  пересекаются в точке 
О. Найдите длину ОС, если >45=10  см, а ВО А =  120°. 
2) Во внутренней области треугольника АВС  взята точка 
О, равноудаленная от его сторон. Найдите угол >40С, если 
А  А ВО =  39°.

47.7*. Даны окружность и прямая а, проходящая через центр 
этой окружности. Через точку М , лежащую вне круга, 
М $а,  с помощью линейки проведите прямую, перпендику­
лярную прямой а.

47.8*. Даны окружность, прямая, проходящая через ее центр, и 
точка, не лежащая на прямой, но принадлежащая кругу. 
С помощью линейки постройте через эту точку прямую, 
перпендикулярную данной прямой.

§ 48. ВПИСАННАЯ ОКРУЖНОСТЬ

48.1. 1) Найдите радиус окружности, вписанной в равносторон­
ний треугольник со стороной 12 см.
2) В четырехугольнике АВСй> описанном около окружно­
сти, >45 =  8 см, С 5 =  13 см, Ь>4 =  16 см. Найдите сторо­
ну ВС.

48.2. 1) Радиус окружности, вписанной в равносторонний тре­
угольник, равен 2 см. Найдите сторону этого треугольника. 
2) Найдите сторону >45 описанного четырехугольника 
АВСО , если 5 С = 1 1  см, С5 =  13 см, 5>4 =  15 см.

48.3. 1) Найдите радиус окружности, вписанной в треугольник 
со сторонами 20, 20 и 24 см.
2) Найдите радиус окружности, если основания описан­
ной около нее равнобедренной трапеции равны 16 и 36 см.

48.4. 1) Найдите радиус окружности, вписанной в треугольник 
со сторонами 15, 24 и 15 см.
2) Найдите периметр описанной около окружности прямо­
угольной трапеции, если одно из оснований больше друго­
го на 6 см, а радиус окружности равен 4 см.

48.5. 1) В прямоугольном треугольнике один из углов равен 
30°. Найдите меньшую сторону треугольника, если радиус 
вписанной в него окружности равен 4 см.
2) Расстояния от центра вписанной в прямоугольную тра­
пецию окружности до концов большей боковой стороны 
равны 6 и 8 см. Найдите площадь трапеции.

48.6. 1) В прямоугольном треугольнике один из углов равен 
60°, а расстояние от центра вписанной окружности до вер­
шины этого угла равно 10 см. Найдите большую сторону 
этого треугольника.
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2) Расстояния от центра вписанной в равнобедренную 
трапецию окружности до концов боковой стороны равны 
9 и 12 см. Найдите площадь трапеции.

$ 49. ОПИСАННАЯ ОКРУЖНОСТЬ

49.1. 1) Найдите радиус окружности, описанной около равно­
стороннего треугольника со стороной 12 см.
2) Найдите периметр прямоугольного треугольника, впи­
санного в окружность радиуса 13 см, если один из его ка­
тетов равен 10 см.

49.2. 1) Найдите сторону равностороннего треугольника, впи­
санного в окружность радиуса 4 см.
2) Один из катетов прямоугольного треугольника равен 
30 см, а радиус описанной около него окружности 
17 см. Найдите площадь этого треугольника.

49.3. 1) Основание тупоугольного равнобедренного треугольни­
ка равно 24 см, а радиус описанной около него окружно­
сти 13 см. Найдите боковую сторону треугольника.
2) Четырехугольник АВСО  вписан в окружность так, что 
сторона АО  является диаметром окружности, /САВС — 
=  121°, А В С О =  129°. Найдите углы 5ЛО, СОЛ, АСВ.

49.4. 1) Найдите стороны остроугольного равнобедренного тре­
угольника, если высота, проведенная к его основанию, рав­
на 8 см, а радиус окружности, в которую он вписан, 5 см. 
2) МР  — диаметр окружности, описанной около четырех­
угольника МКТР.  Найдите углы К ТРУ ТРМУ КМРУ если 
А  КТМ =  24°, / - М К Т  =  127°.

49.5. 1) Найдите радиус окружности, описанной около тре­
угольника со сторонами 10, 12 и 10 см.
2) Равнобедренная трапеция вписана в окружность так, 
что центр окружности принадлежит одному из оснований. 
Найдите углы трапеции, если один из углов между ее диа­
гоналями равен 48°.

49.6. 1) Найдите радиус окружности, в которую вписан тре­
угольник со сторонами 15, 24 и 15 см.
2) Каждая из боковых сторон и меньшее основание трапе­
ции равны 5 см, а один из ее углов равен 60°. Найдите ра­
диус окружности, описанной около нее.

ВЕКТОРЫ
$ 50. ПОНЯТИЕ ВЕКТОРА

50.1. 1) С помощью циркуля и чертежного угольника отложите 
от точки А вектор Ьу равный а (рис. 167).
2) В треугольнике АВС АМ  — медиана. Равны ли век­
торы МВ  и СМ?
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Рис. 167 Рис. 168 Рис. 169

Рис. 170 Рис. 171 Рис. 172

50.2. 1) С помощью чертежного угольника и линейки отложите 
от точки С вектор Ь, равный вектору с (рис. 168).

2) Даны точки А , В, С, УИ, такие, что А М = М В , а точка 
С не лежит на прямой АВ.  Назовите медиану треугольни­
ка А В С У проведенную из вершины С.

50.3. 1) С помощью линейки и циркуля отложите от точки А 
вектор, равный вектору а (рис. 169).
2) Диагонали четырехугольника АВСО  пересекаются и в 
точке пересечения делятся пополам. Равны ли векторы
АО и ВС?

50.4. 1) С помощью циркуля и линейки отложите от точки 
С вектор, равный с (рис. 170).
2) В четырехугольнике АВСО А В = О С .  Докажите, что 
этот четырехугольник — параллелограмм.

50.5. 1) С помощью циркуля и линейки отложите от точки 
А вектор, равный вектору а (рис. 171).
2) Точки Еу /С, Му Н соответственно середины сторон ЛВ, 
ВС, СО, АО  четырехугольника АВСО.  Докажите, что
1 к = 7 Г м .

50.6. 1) С помощью циркуля и линейки отложите от точки 
С вектор, равный вектору с (рис. 172).
2) Никакие три из четырех точек Л, В, С, О не лежат на
одной прямой, и А В = С О .  Докажите, что отрезки АО  и ВС 
пересекаются и в точке пересечения делятся пополам.

§ 51. СЛОЖЕНИЕ ВЕКТОРОВ
51.1. 1) Постройте вектор а +  с (рис. 173).

2) Му Ну Ру Оу 8  — произвольные точки. Найдите
сумму МН +  Н Р + Р О  +  0 8  + 8 М .
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51.2. 1) Постройте вектор р +  й (рис. 174).
2) Даны произвольные точки >4, В, С, В, В. Докажите, что

а в +в с +с о =а с + с е + е в  + в о .
51.3. 1) Постройте вектор а + с  (рис. 175).

2) На рисунке 176 четырехугольник М В С Э — паралле­
лограмм. Докажите, что у4В+ВС-|-СА1=у4В-|-С/).

51.4. 1) Постройте вектор р +  й (рис. 177). В случае а) построе­
ние выполните двумя способами.
2) На рисунке 178 четырехугольник МНРК  — паралле­
лограмм. Докажите, что НО -\ -ОК -\ -КР =РК -\ -М Р.

51.5. 1) Постройте вектор а +  р (рис. 179). В случае а) построе­
ние выполнйте двумя способами.
2) Угол между векторами а и Ь, а и с равен 120°, 
\а\ — \Ь\ =  \с\ (рис. 180). Докажите, что а +  6- |-с  =  0.

51.6. 1) Постройте вектор й +  р (рис. 181). Для случая а) по­
строение выполните двумя способами.

а) б)

Рис. 177
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Рис. 179

а)
г ?

I )

Рис. 181

2) У гол между векторами а и с равен 90°, а между век­
торами а и Ь 135° (рис. 182), |а |  =  |6 | =  1, \с \ =д/2~. Дока­
жите, что а-\-Ь-\-с =  0.

§ 52. ВЫЧИТАНИЕ ВЕКТОРОВ

52.1. 1) Постройте вектор а — с (рис. 183).
2) Даны треугольник АВС  и точка М на отрезке ВС. Вы­
разите:
а) вектор СВ через векторы АС  и АВ\
б) вектор МА через векторы В А и ВМ.

52.2. 1) Постройте вектор к — р (рис. 184).
2) Даны треугольник АВС  и точка Е на стороне АВ.  Вы­
разите:
а) вектор В А через векторы СВ и СА\
б) вектор ВЕ  через векторы АВ  и АЕ.

а /
/

/ с
а с

\
\

и) 6)

I
- К ; н►

0

4 ?
►

- и)

чч._ .
6) -

Рис. 183 Рис. 184
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52.3. 1) Постройте вектор а — с (рис. 185). В случае а) построе­
ние выполните двумя способами.
2) Дан параллелограмм АВСО, С А = а , СО =  с. Выразите 

векторы А В , ВС, ОЛ через векторы а и с.

52.4. 1) Постройте вектор х — у  (рис. 186). Для случая а) по­
строение выполните двумя способами.

2) Дан параллелограмм АВСО , Л В = а ,  В й  =  с. Вырази­

те векторы ВС, ОС, ОЛ через векторы а и с.
52.5. 1) Постройте вектор а — с (рис. 187). Для каждого случая 

построения выполните двумя способами.
2) Даны параллелограмм ЛВСО и произвольная точка
О. Выразите вектор ОА через векторы ОВ, ОС, 0 0 .

52.6. 1) Постройте вектор р — к (рис. 188). Для каждого случая 
построения выполните двумя способами.
2) В четырехугольнике ЛВСО диагонали АС  и ВО пересе­
каются в точке О и выполняется равенство 0В  +
Л-ОО =  0Л А-ОС. Докажите, что четырехугольник ЛВСО — 
параллелограмм.
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53.1. 1) Постройте вектор к — а-\-р  — с (рис. 189).
2) В равнобедренном треугольнике АВС  точка М — сере­
дина основания АС.
а) Упростите выражение МВ — МС-\-ВА.
б) Найдите | МВ — МС -\-ВА\ ,  если АВ =  5 см, ВМ =  4 см.

53.2. 1) Постройте вектор к =  а —/э +  с (рис. 190).
2) Отрезок СМ — медиана, проведенная из вершины пря­
мого угла равнобедренного треугольника АВС.
а) Упростите выражение А В —АС-\ -В М.
б) Найдите \АВ — АС +  ВМ  |, если у4В=10.

53.3. 1) Постройте вектор к =  а — р +  с (рис. 191).
2) В прямоугольнике АВСБ А Ь =  12 см, С й = 5 см, О — точ­
ка пересечения диагоналей. Найдите \АВ-\-АЕ> — ОС — 0 0 1.

53.4. 1) Постройте вектор х = а  +  Ь — с (рис. 192).
2) А В С Ь  — ромб, А й  =  20 см, ВО =  24 см, О — точка пе­
ресечения диагоналей. Найдите \ А О - \ - А В — ВС — ОВ |.

53.5. 1) Для точек А, В, С, О, Е, изображенных на рисунке 193,

выполняется равенство АВ  + Л С  +  СО +  х = О Е .  Построй­
те вектор х.
2) В трапеции А В С й  с прямым углом А проведена диаго­
наль АС, А В С А =  45°, Л А С О  =  90°, АС =  а. Найдите
\ с в - с Х + с о \ .

§ 53. СЛОЖЕНИЕ И ВЫЧИТАНИЕ ВЕКТОРОВ

Рис. 192

3  Зив Б. Г , 7—11 кл

Рис. 193
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53.6. 1) Для точек А, В, С, О, Е, изображенных на рисунке 194,
выполняется равенство АВ  +  С Д — ЭЕ — х — АЕ.  Построй­
те вектор х.
2) В трапеции РКНМ  с прямым углом Р проведена 
диагональ НР, /-РН1*С =  30°, / . Р Н М  =  90°. Найдите
\КР-\-МК — МН\,  если РМ =  а.

§ 54. УМНОЖЕНИЕ ВЕКТОРА НА ЧИСЛО

54.1. 1) Начертите вектор а, длина которого равна 3 см. По­
стройте с помощью масштабной линейки векторы 2а, а.
2) В параллелограмме АВСО О — точка пересечения диа­
гоналей, К — середина стороны СВ. Выразите векторы
ОА и АК  через векторы АВ  и >40.

54.2. 1) Начертите вектор /?, длина которого равна 2 см. По­
стройте с помощью масштабной линейки векторы 3/?, — 2/?. 
2) В параллелограмме ЛВСО Р  — точка пересечения диа­
гоналей, М  — середина стороны ВС. Выразите векторы
ОР  и ОМ через векторы ОЛ и ОС.

54.3. 1) Начертите два неколлинеарных вектора а и р , начала 
которых не совпадают, и | а | = 2  см, | / ? |= 5  см. С по­
мощью чертежного угольника и масштабной линейки по­
стройте вектор З а +  2/?.
2) На стороне ВС параллелограмма ЛВСО взята точка 
К так, что В К : К С =  1:4. Выразите векторы Л К  и /СО через

векторы А В = р  и Л О = й .
54.4. 1) Начертите два неколлинеарных вектора х и у, начала 

которых не совпадают, и |х | =  1 см, \ у \ = 3  см. С по­
мощью масштабной линейки и чертежного угольника по­
стройте вектор Зх— 4у.
2) На стороне НК  ромба МНКС  взята точка Е так, что 

/С В = ~ Я В , Т — середина МН.  Выразите векторы СЕ и

ЕТ  через векторы СК =  р и С М = к .
54.5. 1) Начертите два неколлинеарных вектора р и к, концы 

которых совпадают. С помощью циркуля, чертежного 
угольника и линейки без делений постройте вектор

2 Р + з"
2) Точка М лежит на диагонали ЛС параллелограмма 
АВСО , а точка Н — на его стороне ЛВ, причем
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А М :М С  =  2 : 1, АН =  НО. Выразите вектор МН  через
векторы а и р, где а — АВ,  р =  АО.

54.6. 1) Начертите два неколлинеарных вектора х и у, концы ко­
торых совпадают. С помощью циркуля, чертежного уголь­

ника и линейки без делений постройте вектор ^ х — у.
2) Точка Т лежит на стороне ВС параллелограмма АВСО , 
а точка Е — на его диагонали ВО , причем ВЕ:ЕО =  2:1,

ВТ =  ТС. Выразите вектор ЕТ  через векторы а и р ,  

где а =  О А , р =  ОС.

§ 55. ПРИМЕНЕНИЕ ВЕКТОРОВ К РЕШЕНИЮ ЗАДАЧ

55.1. 1) Точка М — середина отрезка АВ, Выразите:
а) вектор АМ  через вектор М В ;
б) вектор А В через вектор МВ;
в) вектор АМ  через вектор ВА,
2) В четырехугольнике АВСО АО =  9 см, В С = ^ А О .

о
Найдите длину отрезка, соединяющего середины сторон 
АВ  и СО четырехугольника.

55.2. 1) Точка С делит отрезок МН  в отношении 1:3, считая от 
точки М. Выразите:
а) вектор МС  через вектор СН;
б) вектор МН  через вектор СМ;
в) вектор МС через вектор НМ.
2) В четырехугольнике АВСО  ВС = > 40 . Найдите углы В, 
С и О четырехугольника, если ^>4 =  15°.

55.3. 1) Диагонали параллелограмма АВСО  пересекаются в 
точке О. Найдите х, если:

а) АС =  х АО;  б) ВО = х  ОВ; в) АВ = х  СО.
2) На сторонах АВ  и ВС треугольника АВС  отмечены со­
ответственно точки М и Н так, что АВ =  ЗВМ , ВС =  ЗВН.
Используя векторы, докажите, что М Н ^А С  и М Н = ] г А С .о

55.4. 1) Диагонали параллелограмма АВСО  пересекаются в 
точке О. Найдите у, если:
а) ВО = у  ВО; б) А О = у В С ;  в) АО = у  СО.
2) Отрезки ВА и СО пересекаются в точке О. Причем 
>40 =  20В, 0 0  =  20 0 .  Используя векторы, докажите, что
ВС\\Ай,
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55.5. 1) Векторы а и р  неколлинеарны. Существует ли такое 
число а, что а =  ар?
2) Точка О — произвольная точка плоскости, АЕТО  — че­
тырехугольник, М — середина отрезков АВ  и ВО, а Н — 
середина отрезков ВО  и ОТ (рис. 195). Используя векто­
ры, докажите, что Л Е Ю  — параллелограмм.

55.6. 1) а и р — неколлинеарные векторы, аа  =  Р/?. Найдите 
числа а и р .
2) Н К йМ  — параллелограмм, точка А — середина отрез­
ков ОМ и НЕ (рис. 196). Используя векторы, докажите, 
что точки О и В равноудалены от прямой КО .

55.7*. 1) Точка О — точка пересечения диагоналей параллело­
грамма АВС О . Точка К лежит на стороне ВС, а точка 
Е — на стороне А О , причем ВК:КС =  ОЕ:А Е =  1:2. Ис­
пользуя векторы, докажите, что точка О является сере­
диной отрезка КЕ.
2) Используя векторы, докажите, что в любом треугольни­
ке медианы пересекаются в одной точке, которая делит 
каждую медиану в отношении 2:1, считая от вершины. 

55.8*. 1) Точка Л, лежит на стороне ВС, а точка В, — на сторо­
не АС треугольника ЛВС, О — точка пересечения отрез­
ков ЛЛ, и ВВ,, причем ЛО:ОЛ, =  ВО:ОВ, =  2:1. Исполь­
зуя векторы, докажите, что отрезки ЛЛ, и ВВ, являются 
медианами треугольника ЛВС.
2) Используя векторы, докажите, что диагонали парал­
лелограмма пересекаются и в точке пересечения делятся 
пополам.

$ 56. СРЕДНЯЯ ЛИНИЯ ТРАПЕЦИИ
56.1. 1) Разность оснований трапеции равна 4 см, а средняя 

линия равна 10 см. Найдите основания трапеции.
2) В равнобедренной трапеции АВСО  перпендикуляр, 
проведенный из вершины В на большее основание ЛО 
трапеции, делит его на отрезки, равные 4 и 10 см. Найди­
те основания и среднюю линию трапеции.

56.2. 1) В трапеции одно из оснований больше другого в 2 раза. 
Средняя линия трапеции равна 15 см. Найдите основания 
трапеции.
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2) В равнобедренной трапеции МНКР  проведен перпен­
дикуляр НЕ к большему основанию М Р , МЕ =  6 см, 
///С =  10 см. Найдите большее основание и среднюю ли­
нию трапеции.

56.3. 1) В трапеции АВСО АО\\ВС , А А =  90°, ^ С = 1 3 5 ° ,  
АВ =  2 см. Найдите среднюю линию трапеции, если изве­
стно, что ее диагональ перпендикулярна боковой стороне. 
2) В равнобедренной трапеции острые углы равны 60°, бо­
ковая сторона равна 10 см, а большее основание 15 см. 
Найдите меньшее основание и среднюю линию трапеции.

56.4. 1) В трапеции МНКР МР\\НК,  ^Л4 =  90°, А К =  150°, 
НК =  2 см. Найдите среднюю линию трапеции, если изве­
стно, что ее диагональ перпендикулярна боковой стороне. 
2) В равнобедренной трапеции острые углы равны 45°, 
меньшее основание равно 5 см, а расстояние между осно­
ваниями 4 см. Найдите большее основание и среднюю ли­
нию трапеции.

56.5. 1) В равнобедренной трапеции диагональ, равная 4 см, 
составляет с основанием угол 60°. Найдите среднюю 
линию трапеции.
2) Докажите, что если трапецию можно разделить двумя 
прямыми на три равносторонних треугольника, то средняя 
линия такой трапеции в полтора раза больше меньшего 
основания.

56.6. 1) В равнобедренной трапеции диагональ составляет с 
основанием угол 45°. Расстояние между основаниями тра­
пеции равно 8 см. Найдите среднюю линию трапеции. 
2) Докажите, что если трапецию можно разделить одной пря­
мой на ромб и равносторонний треугольник, то средняяз
линия такой трапеции составляет — большего основания. 

ИТОГОВОЕ ПОВТОРЕНИЕ 

§ 57. МНОГОУГОЛЬНИКИ. ПЛОЩАДИ. ВЕКТОРЫ

57.1. Сторона квадрата АВСО  равна 4 см. На АВ  и СО отложе­
ны отрезки АМ  и КС так, что АМ =  КС =  Ъ.
а) Докажите, что МВКО  — параллелограмм.'
б) Найдите его периметр и площадь.
в) Выразите вектор ВО через векторы ВМ  и ВС.

57.2. Сторона квадрата МКРТ  равна 12 см. На МТ  и КР  отло­
жены отрезки АТ  и КВ  так, что АТ =  КВ  =  5 см.
а) Докажите, что АМ ВР  — параллелограмм.
б) Найдите его периметр и площадь.
в) Выразите вектор РМ через векторы РВ  и РТ.

57.3. В прямоугольнике АВСО  >45 =  8 см, ВС =  4 см. На сторо­
нах А В и СО взяты соответственно точки К и Я так, что 
А К : А В  =  СР:СО =  3:8. 69



а) Докажите, что К В Р й  — ромб.
б) Найдите его периметр и площадь.
в) Выразите вектор ВВ через векторы ВС и ВК.

57.4. В прямоугольнике АВСО АВ =  18 см, Л/) = 1 2  см. На сто­
ронах АВ  и СВ взяты соответственно точки Т и К так, что 
ВТ: АТ  =  В/С:/(С =  5 : 13.
а) Докажите, что А Т С К — ромб.
б) Найдите его периметр и площадь.
в) Выразите вектор СА через векторы СО и СТ.

57.5. В ромбе АВСО АВ  =  5 см, ВО =  2 д/1Г см. На сторонах АВ  
и СО взяты соответственно точки М и К так, что 
А М :М В  =  С К : К й =  1,5.
а) Докажите, что М В К й  — прямоугольник.
б) Найдите его периметр и площадь.
в) Выразите вектор КМ через векторы ВС и ВА.

57.6. В ромбе КРТМ КР = 1 3  см, РМ =  4^^Тз см. На сторо­
нах КМ и РТ  взяты соответственно точки А и В так, что 
АМ :К А =  Р В : В Т = 1 $ .
а) Докажите, что АРВМ  — прямоугольник.
б) Найдите его периметр и площадь.
в) Выразите вектор РМ через векторы МА и МТ.

§ 58. РЕШЕНИЕ ПРЯМОУГОЛЬНЫХ ТРЕУГОЛЬНИКОВ. ПОДОБИЕ

58.1. В прямоугольнике АВСО  на сторонах ВС и АО  взяты 
соответственно точки М и К так, что ^Ву4М =  40°, 
/ -  ОСК =  50°. Известно, что С/С =  8 см, ВС =  20 см.
а) Докажите, что ВМ:СО =  АМ:КС.
б) С помощью микрокалькулятора вычислите отрезки КО , 
СВ, ВМ и площадь четырехугольника АМСК .

58.2. Дан квадрат АВСО.  На стороне СВ взята точка Я, а на 
продолжении стороны АВ  за вершину А — точка В, 
^  ВВС =  35°, ^ Л В В  =  55°, ВВ =  5 см.
а) Докажите, что В Я :В В = Л В :Я С .
б) С помощью микрокалькулятора вычислите отрезки АЕ,  
А О , РС и площадь четырехугольника ВЯВВ.

58.3. В прямоугольнике АВСО  точка М делит сторону АВ  в от­
ношении 2:1, считая от вершины А. Прямые МО и ВС пе­
ресекаются в точке В, ^ 1 М В Л = 4 0 о, >4В=10 с м .
а) Докажите, что треугольники АМО  и ВСВ подобны.
б) С помощью микрокалькулятора вычислите площадь 
треугольника ВСВ.
2) На стороне ВС треугольника АВС  отмечена точка 
В. Через эту точку проведены прямые, параллельные дру­
гим сторонам треугольника, пересекающие отрезки АС  и 
АВ  в  точках Р и Н соответственно.

70



а) Докажите, что НЕ*ЕР =  РС*ВН.
б) Найдите з т  / Е Р С , если соз / . В Н Е = ^ .

58.4. 1) Дан прямоугольник АВСО.  Сторона ОС продолжена за 
точку С. На этом продолжении отмечена точка Р  так, что 
/ Р А В  =  50°, Н — точка пересечения отрезков РА и ВС и 
ВН :Н С =  3:2, АН =  10 см.
а) Докажите, что треугольники АВН  и АРО  подобны.
б) С помощью микрокалькулятора вычислите площадь 
треугольника А Р О .
2) Через вершину С параллелограмма АВСО  проведена 
прямая НР  так, что точка С лежит между точками Я и Я, 
которые принадлежат прямым АВ  и А й  соответственно.
а) Докажите, что ВН *ОР =  ВС-СО. з
б) Найдите соз / С О Р у если з т  / Н В С = - ^ .

58.5. 1) В трапеции АВСО  диагональ ВО является ее высотой, 
ВС =  3 мм, у4С =  10 мм, О — точка пересечения диагона­
лей, ВО: 0 0  = 1 : 2 .  С помощью микрокалькулятора вычис­
лите / .А О О .
2) В треугольнике АВС  на сторонах АВ  и ВС взяты точки 
О и Е так, что ВО =  4 мм, / Е О В  =  /  С. Высота треуголь­
ника ВК  равна 16 мм, с о з ^ С = | - .  Найдите отношение
площадей треугольников ОВЕ  и АВС.

58.6. 1) В параллелограмме АВСО  диагональ ВО перпендику­
лярна стороне ВС. На стороне ВС выбрана точка Е. Отрез­
ки АЕ  и ВО пересекаются в точке О, причем 
В О : 0 0  =  2:3, ВС =  9 см и АЕ  =  20 см. С помощью микро­
калькулятора вычислите / А О О .
2) В треугольнике АВС  на сторонах ВС и АС  отмечены со­
ответственно точки Я и Я так, что ЯС =  8 см, /  НРС =  
=  / .АВС.  Площади треугольников ЯЯС и АВС  относятся как4
4:25, соз /  С =  -^. Найдите высоту ВЕ треугольника АВС.

58.7*. 1) В трапеции АВСО (АО\\ВС) / А В С  =  / А С О у ВС =  
=  2 см, А О = 8  см, / С А О  =  40°. Используя микрокальку­
лятор, найдите площадь трапеции.
2) В параллелограмме АВСО  угол А острый. Из вершины 
А проведены высоты параллелограмма АМ  и АН  к сторо­
нам ВС и СО соответственно, М Н:АС =  8:4. Найдите от­
ношение площадей треугольников МАН  и АВС.

58.8*. 1) В треугольнике АВС / . А В С  = 130° . На стороне АС 
выбрана точка Я так, что СО =  4 см и / В О С =  / А В С ,  
АС =  9 см. Используя микрокалькулятор, найдите пло­
щадь А  ВОС.
2) В параллелограмме АВСО  угол А острый, ВМ и ВН  — 
высоты параллелограмма, проведенные к сторонам АО  и 
ОС соответственно, М Н : В Ь  =  2:3. Найдите отношение 
площадей треугольников МВН  и ВОС.



§ 59. ОКРУЖНОСТЬ

59.1. 1) Через точку Л, лежащую на окружности радиусом 
10 см с центром О, проведена касательная АМ.  Отрезок 
ОМ пересекает окружность в точке В. Найдите градусную 
меру меньшей из дуг А В , если А М = 1 0 л / 3  см.
2) Треугольник вписан в окружность так, что одна из его 
сторон проходит через центр окружности, а две другие уда­
лены от него на 3 и 3 д/зГ см. Найдите радиус окружности.

59.2. 1) Отрезок АВ  — диаметр некоторой окружности радиу­
сом 5 см, прямая ВС — касательная к ней, А С =  ЮЛ/2 см. 
Найдите градусную меру дуги данной окружности, з а ­
ключенной внутри треугольника АВС.
2) В треугольник ЛВС, в котором ^ .Л = 9 0 ° ,  вписана 
окружность с центром О. Найдите отрезки, на которые 
точка касания этой окружности и прямой АС  делит сторо­
ну ЛС, если ОС =  5 дм, АО =  ЪЛ{2 дм.

59.3. 1) Через концы хорды Л В окружности с центром О прове­
дены касательные, пересекающиеся в точке М. Найдите 
градусную меру меньшей из дуг ЛВ, если А М =  10 см, а 
периметр четырехугольника ОАМВ  равен 40 см.
2) Диагональ трапеции составляет с большим основанием 
угол 30°, а центр окружности, описанной возле трапеции, 
принадлежит этому основанию. Найдите площадь трапе­
ции, если ее боковая сторона равна 2 см.

59.4. 1) Из точки Л проведены две касательные Л В и АО  к не­
которой окружности радиусом 5 см (В и В — точки каса­
ния). Точка С принадлежит большей из дуг ВО.  Найдите 
А В С О , если ЛВ =  5 см.
2) В некоторой трапеции один из углов прямой, а другой 
равен 30°. Большая боковая сторона трапеции равна 
12 см. Найдите площадь трапеции, если известно, что в 
нее можно вписать окружность.

59.5. 1) Л В и АС  — касательные к окружности с центром О 
(С и В — точки касания). Найдите градусную меру мень­
шей из дуг ВС, если расстояние от центра окружности до 
точки Л равно 8 см, а до хорды ВС 6 см.
2) Где — внутри трапеции, вне или на основании — располо­
жен центр окружности, описанной около равнобедренной 
трапеции с основаниями 10 см, 24 см и высотой 17 см?

59.6. 1) Из точки Л к окружности диаметром ВС проведена ка­
сательная Л С. Отрезок Л В пересекается с окружностью в 
точке В, ЛВ =  2 см, ВВ =  6 см. Найдите градусную меру 
дуги окружности, заключенной внутри треугольника ЛВС. 
2) В выпуклом четырехугольнике АВ С Ь  угол Л прямой. 
Диагональ ВО образует со сторонами ВС, СО и ЛВ углы 
90°, 45°, 30° соответственно. Могут ли биссектрисы углов 
данного четырехугольника пересекаться в одной точке?
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МЕТОД КООРДИНАТ НА ПЛОСКОСТИ 
$ 60. КООРДИНАТЫ ВЕКТОРА

60.1. 1) Даны векторы а{  1; 6}, Ь{ — 5; 7}. Найдите координаты 
векторов с =  2а-\-Ь и й =  Ъ — а.
2) Найдите среди векторов а { 2; 1,5}, Ь {3; — 1}, с {4,4; 3,3}, 
3  {— 15; 5} пары коллинеарных.

60.2. 1) Даны векторы т { 7; 5} и п{ — 6; 2}.Найдите координаты 
векторов к — Ът — п и р =  т-\-п.
2) Найдите среди векторов т { 3 ;2 } ,  / г | 2 ~ ;  — 1 | ,
р {7; —3}, к{  4; 11} пары неколлинеарных.

60.3. 1) Даны векторы а{1; 4}, 6{1; 2}, с { 7; 2}. Запишите разло­
жение вектора й =  Ъа — 2Ь-\-с по координатным векто­
рам I и / .  _ _  _*
2) Найдите среди векторов а (2; 0}, Ь{0; 3}, с ( — 5; 0},
й{0; — 18} пары коллинеарных.

60.4. 1) Даны векторы /п{— 1; — 7}, л{ — 1; 7}, й{1; 7}. 
Запишите разложение вектора р =  /п-|-3/г — 2к по коорди­
натным векторам / и / .  ^  ^
2) Найдите среди векторов т{ — 7; 0}, лг {0; 5}, /?{6; 1},
/г {21; 0} пары неколлинеарных.

60.5. 1) В треугольнике АВС АВ  { — 2; 1}, >4С { — 4; 2}. Запиши­

те разложение вектора АО  по координатным векторам *
и / ,  если О есть точка пересечения медиан треугольни­
ка АВС.
2) Найдите угол между векторами а{3; 3} и с {3; —3}.

60.6. 1) Даны векторы А С {4; 10} и АМ { — 3; — 1}. Известно, 
что М — середина некоторого отрезка ВС. Найдите разло­
жение вектора ВА по координатным векторам / и /. 
2) Найдите угол между векторами к{ — 2; 2} и р {2; —2}.

§ 61. ПРОСТЕЙШИЕ ЗАДАЧИ В КООРДИНАТАХ
61.1. 1) Найдите координаты середины отрезка с концами 

А (1; 3), В (3; 1).
2) Точка А лежит на положительной полуоси абсцисс и 
удалена от начала координат на 2. Точка В имеет коорди­
наты (14; 5). Найдите расстояние АВ.

61.2. 1) Даны точки Р ( 2; 2) и Н (6; 6). Найдите координаты 
точки М , делящей отрезок РН  пополам.
2) Точка С имеет координаты (5; 15), а точка О лежит на 
положительной полуоси ординат и удалена от начала 
координат на 3. Найдите расстояние СО.
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61.3. Даны точки >4(1; 2) и 6 (0 ;  0). Найдите координаты точки 
С, если известно, что точка В есть середина отрезка АС. 
2) На оси абсцисс найдите точку, равноудаленную от точ­
ки >4(1; 2) и начала координат.

61.4. 1) Начало координат делит отрезок >4М пополам. Найдите 
координаты точки М, если координаты точки >4 равны 
(4; 4).
2) На оси ординат найдите точку, равноудаленную от точ­
ки М ( — 1; —3) и начала координат.

61.5. 1) Точки А и В имеют координаты >4 (1; 2), В (7; 10). Най­
дите координаты (г, у)  точки С, делящей отрезок АВ  в от­
ношении 1:3, считая от точки >4.
2) Лежат ли точки >4( —3; 2), В (2; 2), С (2; 14) на одной 
прямой?

61.6. 1) Точка М принадлежит отрезку Я/С, причем ЯМ:М/С =  
=  2:1. Найдите координаты точки /С, если координаты то­
чек Я и М равны (6; 3) и (14; 9) соответственно.
2) Принадлежит ли точка Я (3; — 5) отрезку МЯ, если 
М(1; - 2 ) ,  Я (5; - 8 ) ?

61.7*. 1) Координаты всех вершин некоторого треугольника — 
четные числа. Докажите, что площадь этого треугольни­
ка выражается натуральным числом.
2) Используя формулы метода координат, найдите пару чи-
сел ху у у удовлетворяющих условию щ х — 1)2-\-(у— I)2 =
= л1 * ? + у 2 = л 1 * ? + ( у — I)2-

61.8*. 1) Координаты вершин А и В квадрата АВСО  — целые 
числа. Докажите, что координаты точек С и О также це­
лые числа.
2) Используя формулы метода координат, решите систе-

.  № + ( * / — 1)2 = У ( * — 1)2 +  */2,му уравнении <__ _______  __________________
[ Л / ^  +  У2 = Л 1 (х + 1 ?  +  ( у - 1 ) 2.

§ 62. ПРИМЕНЕНИЕ МЕТОДА КООРДИНАТ 
К РЕШЕНИЮ ЗАДАЧ

62.1. 1) Треугольник задан координатами своих вершин 
>4(4; 2), 6 (0 ;  —6), С( — 4; —2). Докажите, что этот тре­
угольник равнобедренный.
2) В равнобедренном треугольнике АВС  основание* равно 
12, а высота ОВ равна 4. Найдите длину медианы, прове­
денной из вершины >4.

62.2. 1) Даны точки М (3; 1), К (0; 0), Я(0; 2). Будет ли тре­
угольник М РК  равносторонним?
2) В равнобедренном треугольнике РКП  медиана /СМ, 
проведенная к основанию, равна 8. Найдите длину медиа­
ны, проведенной из вершины Я, если ЯЯ =  20.
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62.3. 1) Четырехугольник Л6СО задан координатами своих 
вершин А (  — 5; 0), В (  — 3; 3), С (2; 3), 0 ( 4 ;  0).
а) Докажите, что этот четырехугольник — трапеция.
б) Равны ли углы 6 /40  и СОА?
2) В треугольнике АВС  проведена высота ВН. Найдите 
длину медианы, проведенной из вершины А,  если 
/ , А В Н  =  45°, ВН =  6, НС =  8.

62.4. 1) Даны точки М(0; 4), Р { 2; 1), К ( 2; - 2 ) ,  7(0 ; - 5 ) .
а) Докажите, что четырехугольник МРКТ  — трапеция.
б) Равны ли углы М РК  и РКТ?
2) В треугольнике М КР  с углом М, равным 45°, высота 
КН  делит сторону МР  на отрезки 4 и 6, считая от верши­
ны М. Найдите длину медианы, проведенной из верши­
ны М.

62.5. 1) Треугольник задан координатами своих вершин А (2; 2 Л/3~), 
6 (0 ;  0), С (3; V ?) .  Найдите углы треугольника АВС.
2) В треугольнике АВС  /46 =  4, АС =  6, А.А = 6 0 ° .  Найди­
те медиану, проведенную из вершины А.

62.6. 1) Даны точки А (4; 1), 6  (7; 3), С (2; 4). Найдите углы тре­
угольника АВС.
2) В треугольнике КНР  /С// =  8 д /2 ,  К Р = 1 8 У ^ /С = 4 5 ° .  
Найдите медиану, проведенную из вершины К.

62.7*. В прямоугольнике АВСО  точка К делит диагональ ВО в 
отношении 2:1, считая от вершины В. Точка Е — середина 
стороны СО. Используя метод координат, докажите, что точ­
ка К принадлежит отрезку АЕ  и делит его в отношении 1:2. 

62.8*. В ромбе М Т Н й  точка К принадлежит диагонали ТО. 
77(:/(Т> =  2 : 1. Точка Е делит отрезок НО пополам. Ис­
пользуя метод координат, докажите, что точка К принад­
лежит отрезку МЕ  и делит его в отношении 1:2.

§ 63. УРАВНЕНИЕ ОКРУЖНОСТИ

63.1. 1) Постройте окружность, заданную уравнением
( * - 3 ) 2+ ( 0  +  2)2= 4 .

2) Окружность с центром в точке О ( —4; 2) пересекает 
ось ординат в точке А (0; 5). Напишите уравнение этой 
окружности.

63.2. 1) Постройте окружность, заданную уравнением
( * + 2 ) 2+ ( у - 1 ) 2 =  9.

2) Окружность с центром в точке 0 (2 ;  —4) пересекает 
ось абсцисс в точке А (5; 0). Напишите уравнение этой 
окружности.

63.3. 1) Постройте окружность, заданную уравнением

*?+(У +  3)2 =  9.
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2) Окружность проходит через точки А (2; 0) и В ( — 2; 6). 
Напишите уравнение этой окружности, если известно, что 
ее центр лежит на прямой АВ.

63.4. 1) Постройте окружность, заданную уравнением
(.х + 2 ) 2 +  */2 =  4.

2) Отрезок МН  является диаметром окружности. Напи­
шите уравнение этой окружности, если известно, что точки 
М и Н  имеют координаты (0; 2) и (6; —2) соответственно.

63.5. Докажите, что линия, заданная уравнением +  б х + # 2 =  
=  0, является окружностью. Является ли отрезок А В , где 
А (  — 1; д/1Г) и В ( — 5; — У^Г), диаметром этой окруж­
ности?

63.6. Докажите, что линия, заданная уравнением х*-\-у2 — 6# — 
— 7 =  0, является окружностью. Является ли отрезок С/), 
где С (2; 2 Д /3 + 3 )  и О ( — 2; 3 - 2  УЗ), диаметром этой 
окружности?

§ 64. УРАВНЕНИЕ ПРЯМОЙ. ВЗАИМНОЕ РАСПОЛОЖЕНИЕ 
ПРЯМОЙ И ОКРУЖНОСТИ

64.1. 1) Напишите уравнение прямой, проходящей через точку 
А (9; 3) и перпендикулярной оси Ох.
2) Прямая задана уравнением 2х — З у - \-15 =  0. Принад­
лежат ли точки М (3; 7) и Н (5; —6) этой прямой?
3) Выясните взаимное расположение прямой х = 1 9  и
окружности (х —7)2 +  (# +  6)2 =  81.

64.2. 1) Напишите уравнение прямой, проходящей через точку 
В ( — 3; 10) и перпендикулярной оси Оу .
2) Принадлежат ли точки >4(3; — 5) и В ( 4; 2) прямой 
7 х — Ьу— 18 =  0?
3) Выясните взаимное расположение прямой у  =  30 и
окружности (х —5)2 +  (г/— 10)2=  100.

64.3. 1) Найдите площадь треугольника, который образуется 
при пересечении прямой 2х-|-*/-|-4 =  0 с осями ко­
ординат.
2) Напишите уравнение прямой, проходящей через нача­
ло координат и точку >4(2; — 10).
3) Выясните взаимное расположение прямой х = 1 0  и 
окружности (х — 1)2 +  (г/ —30)2 =  81. Найдите расстояние 
от центра окружности до прямой.

64.4. 1) Найдите площадь треугольника, который образуется 
при пересечении прямой у — З х + 6  =  0 с осями координат.
2) Запишите уравнение прямой, проходящей через точки 
>4 ( - 2 ;  - 9 )  и В (0; 0).
3) Выясните взаимное расположение прямой у =  27 и 
окружности (х-\-5)2-\- (у— 17)2=  100. Найдите расстояние 
от центра окружности до прямой.

64.5. 1) Найдите площадь треугольника, который образуется при 
пересечении прямых 2 х + # - | - 4  =  0, х =  — 1 и оси абсцисс.

76



2) Напишите уравнение прямой, проходящей через точки 
А (1; 10) и В ( — 1; - 4 ) .
3) Выясните взаимное расположение прямой х +  У =  1 и 
окружности х2 +  у2=  1. Найдите расстояние от центра 
окружности до прямой.

64.6. 1) Найдите площадь треугольника, который образуется 
при пересечении прямых у — З х + 6  =  0, у =  3 и оси 
ординат.
2) Даны точки М (7; 3), Р ( — 1; —2). Напишите уравнение 
прямой М Р .
3) Выясните взаимное расположение прямой у — х — 1 = 0  
и окружности -зс2 +  г/2 =  1. Найдите расстояние от центра 
окружности до прямой.

64.7*. Даны две точки А и В, расстояние между которыми равно 
4. Найдите множество всех точек М 9 для которых 
МА2-\-МВ2 =  10.

64.8*. Даны две точки А и В, расстояние между которыми рав­
но 4. Найдите множество точек М, для которых 
МА2- М В 2 =  4.

РЕШЕНИЕ ТРЕУГОЛЬНИКОВ
$ 65. ПЛОЩАДЬ ТРЕУГОЛЬНИКА

65.1. 1) Найдите площадь равнобедренного треугольника, если 
его боковая сторона равна 1 м, а угол при вершине ра­
вен 45°.
2) Площадь параллелограмма с углом 60° равна см2.
Найдите его периметр, если длина одной стороны 10 см.

65.2. 1) Найдите площадь равностороннего треугольника со 
стороной, равной 1 м.
2) В параллелограмме одна сторона равна 10 см, а угол 
равен 135°. Найдите периметр параллелограмма, если его 
площадь равна 50д/1Г см2.

65.3. 1) В треугольнике АВС С О — медиана. Найдите площадь 
треугольника ВОС , если Л С = 1 0  см, ВС =  20 см и 
А А С В =  135°.
2) Найдите площадь параллелограмма, если его диагона­
ли равны 8 и 10 см и угол между ними равен 60°.

65.4. 1) В треугольнике ЕРМ РК  — медиана. Найдите площадь 
треугольника ЕКРУ если Е Р = 1 0  см, Р М =  16 см и 
А Е Р М =  120°.
2) Диагонали параллелограмма равны 6 и 10 см, а угол 
между ними 45°. Найдите площадь параллелограмма.

65.5. 1) Центр описанной вокруг треугольника АВС  окружно­
сти лежит вне треугольника, и угол А наибольший. Най­
дите угол Л, если АВ =  3 см, ЛС =  4 см и площадь тре­
угольника равна 3 см2.
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2) В равнобедренной трапеции АВСО  с большим основа­
нием АО  диагонали пересекаются в точке О. Найдите пло­
щадь трапеции, если ЛОВ =  45°, а диагональ равна с.

65.6. 1) Точка пересечения прямых, содержащих высоты тре­
угольника ЛВС, находится вне этого треугольника, и угол 
С наибольший. Найдите величину угла С, если площадь 
треугольника равна 2"\/зГ см2, а ЛС =  2 см, ВС =  4 см. 
2) Диагональ равнобедренной трапеции длиной а образу­
ет с основанием угол 75°. Найдите площадь трапеции. 

65.7*. В треугольнике ЛВС ЛВ =  а, ВС =  6, А А В С  =  а. Точка В ле­
жит на стороне Л С, А А В й  =  р. Найдите длину отрезка ВВ. 

65.8*. В треугольнике ЛВС точка В лежит на стороне Л С. 
ВВ =  /п, ВС =  п, А А В О  =  а, А О В С  =  р. Найдите ЛВ.

§ 66. ТЕОРЕМА СИНУСОВ
66.1. 1) В треугольнике ЛВС ЛС =  0,59 дм, ^.Л =  40°,

С =  35°. С помощью микрокалькулятора вычислите ВС. 
2) В равнобедренном треугольнике ЛВС длина основания 
ЛВ равна У2~, угол при основании равен 30°, ЛВ — бис­
сектриса. Найдите ЛВ.

66.2. 1) В треугольнике ЕКР ЕР =  0,75 см, А Р  =  40°, 
2. К =  20°. С помощью микрокалькулятора вычислите Р/С. 
2) В треугольнике ЛВС ^ С  =  90°, ^.Л =  15°, СВ — бис­
сектриса. Найдите ЛВ, если ЛС =  д/3*.

66.3. 1) В параллелограмме ЛВСВ ^ В = 1 2 0 ° ,  ^ В В Л  =  40°, 
ВВ =  25,3 см. С помощью микрокалькулятора вычислите 
большую сторону параллелограмма.
2) В треугольнике ЛВС ЛС =  А, ^.Л =  а, ^ В  =  р, точка 
В лежит на стороне Л С, А  ВВС =  у. Найдите ВВ.

66.4. 1) В параллелограмме АВСО / . А  =  50°, С Л В =  15°, 
Л С =  17,8 см. С помощью микрокалькулятора вычислите 
большую сторону параллелограмма.
2) В треугольнике ЛВС А А  =  а, ^ В  =  р, точка В лежит 
на стороне ВС, ^ .А Е В  =  у , АЕ =  т. Найдите Л С.

66.5. 1) В треугольнике ЛВС Л С =  15,2 см, ^ .Л = 2 5 ° ,
С =  80°. С помощью микрокалькулятора вычислите пло­

щадь треугольника.
2) В треугольнике ЛВС ЛВ =  ВС, ВО  — высота. Через се­
редину высоты проведена прямая, пересекающая стороны 
ЛВ и ВС в точках В и В соответственно. Найдите ВВ, если 
ВВ =  А, ^ Л В С  =  р, А В Е Е  =  а.

66.6. 1) В треугольнике ВЯМ ВЯ =  31,7 см, А Р  =  75°, 
2 м  =  65°. С помощью микрокалькулятора вычислите пло­
щадь треугольника.
2) В треугольнике ЛВС ЛВ =  ВС. Через середину высоты 
ВВ треугольника проведена прямая, пересекающая сторо­
ны ЛВ и ВС в точках К и В соответственно, КЕ =  т. Най­
дите высоту ВВ, если ^1ЛВС =  р и ^1ВВ/С =  а.
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66.7*. В треугольнике АВС ВМ  — медиана, А А В М  =  а, А М В С  =  
=  р. Найдите А В , если ВМ — т.

66.8*. В треугольнике АВС В й  — медиана, / -А В О  =  а, А й В С  =  
=  Р, ВС=а.  Найдите Вй .

% 67. ТЕОРЕМА КОСИНУСОВ

67.1. 1) В треугольнике две стороны равны 27,4 и 16,3, угол меж­
ду ними 140°. С помощью микрокалькулятора вычислите 
третью сторону треугольника.
2) Стороны треугольника равны 16,86; 15 и 20. Найдите 
угол, лежащий против меньшей стороны, используя мик­
рокалькулятор.

67.2. 1) Две стороны треугольника равны 1,3 и 42,5, угол между 
ними 100°. С помощью микрокалькулятора вычислите 
третью сторону треугольника.
2) Стороны треугольника равны 8; 12,47; 16. Найдите 
угол, лежащий против средней по длине стороны, исполь­
зуя микрокалькулятор.

67.3. 1) Стороны параллелограмма равны 11,3 и 9,7. Угол меж­
ду ними равен 40°. С помощью микрокалькулятора вычис­
лите большую диагональ параллелограмма.
2) Стороны треугольника равны 7, 8 и 4,61 см. Используя 
микрокалькулятор, найдите высоту, опущенную на боль­
шую сторону треугольника.

67.4. 1) Диагонали параллелограмма равны 16,8 и 12,4, угол 
между ними 55°. С помощью микрокалькулятора вычисли­
те большую сторону параллелограмма.
2) Стороны треугольника равны 21, 24 и 25,92 см. Найди­
те, используя микрокалькулятор, высоту, опущенную на 
среднюю по длине сторону.

67.5. 1) Стороны треугольника равны 4 и 5, а угол между ними 
140°. С помощью микрокалькулятора найдите высоту Л, 
опущенную на третью сторону треугольника.
2) Стороны треугольника равны 6, 7 и 7,5 см. Используя 
микрокалькулятор, найдите радиус описанной около тре­
угольника окружности.

67.6. 1) Стороны треугольника равны 8 и 5, а угол между ними 
равен 40°. С помощью микрокалькулятора найдите высо­
ту, опущенную на третью сторону треугольника.
2) Стороны треугольника равны 3, 5 и 6,26 см. Найдите ра­
диус окружности, описанной около треугольника, исполь­
зуя микрокалькулятор.

67.7*. Докажите, что в любом треугольнике углы Л, В и С связа­
ны соотношением

С 0 52 А =  СОЗ2 С +  31П2 В — 2 31П А 31П В соз С.
67.8*. Докажите, что в любом треугольнике углы Л, В и С связа­

ны соотношением
2 51П Л 51П В соз С — 1 =  соз2 С — соз2 Л — соз2 В.
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$ 68. СКАЛЯРНОЕ ПРОИЗВЕДЕНИЕ ВЕКТОРОВ.
СКАЛЯРНОЕ ПРОИЗВЕДЕНИЕ ВЕКТОРОВ В КООРДИНАТАХ

68.1. 1) В равнобедренном треугольнике АВС  угол В прямой, 
АС =  2Л/2, В й  — медиана треугольника. Вычислите ска­
лярные произведения векторов ВО •АС, ВО* ВС, ВО* ВО. 
2) Даны точки А {  1; 3), 5 (4 ;  7), С ( -  1 ; _ -  1),__0 (7; 5).
Найдите скалярное произведение векторов АВ  и СО. С по­
мощью микрокалькулятора вычислите угол между этими 
векторами.

68.2. 1) В равностороннем треугольнике МНР НК  — биссектри­
са, МН =  2. Вычислите скалярные произведения векторов
НК*МР, Щ*~н р , Т м *~м р .
2) Даны точки М (2; 3), Я ( - 2 ;  0), О (0; 0), /С ( — 5; - 1 2 ) .
Найдите скалярное произведение векторов МР  и ОК. С по­
мощью микрокалькулятора вычислите угол между этими 
векторами.

68.3. 1) В прямоугольнике АВСО диагонали пересекаются в точ­
ке О, АВ =  2, А С А О  =  30°. Вычислите скалярное произве­
дение векторов ОС*ВС, ОВ*ОА.
2) Даны точки А (2; 4), В (5; 8), С ( — 7; — 1 ) ,/) (  — 12; — 13).
Найдите скалярное произведение векторов АВ  и СО. 
С помощью микрокалькулятора вычислите угол между 
этими векторами.

68.4. 1) В прямоугольнике МНР К диагонали пересекаются в 
точке О, Р К = 2 ,  г^МОК=120° .  Вычислите скалярное
произведение векторов МН*РН, ОР *РК .
2) Даны точки Р (2; 3), Н (8; - 5 ) ,  /С (3; 1), Л4 ( — 5; 7). Най­
дите скалярное произведение векторов РН  и КМ.  С по­
мощью микрокалькулятора вычислите угол между этими 
векторами.

68.5. 1) В трапеции АВСО  ^>4 =  10°, ^ Я  =  80°, АО =  8, ВС =  7.
Вычислите скалярное произведение ВС*АО, АВ*СО.
2) Даны точки А (х\ —5), В (х; х), 0 (0 ;  0). Найдите х  и
угол между векторами О А и О В , если известно, что их 
скалярное произведение равно —6.

68.6. 1) В трапеции РНКМ ^ Р =  13°, /_Н  =  77°, МК =  3,
РН =  5. Вычислите скалярное произведение векторов
НР*МКУ НК-~МР.
2) Даны точки М (у; — 1), О (0; 0), Н (2; — 1), Р (3; 5). Из­
вестно, что скалярное произведение векторов ОМ и НР 
равно — у2. Найдите у  и угол между этими векторами.

68.7*. 1) В треугольнике АВС  Су4-СВ<0. Где расположен 
центр окружности, описанной около треугольника?
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2) Даны точки В (  — 2; 10), С (6; 4), 0 ( 1 ;  1) и точка >4, ле­
ж ащ ая на оси Оу. Найдите координаты точки А , если из­
вестно, что прямая АС  перпендикулярна прямой ВО.

68.8*. 1) В треугольнике АВС В С * В А > 0. Где расположен 
центр окружности, описанной около треугольника?
2) Дан четырехугольник ЕКРН.  Вершина Е принадлежит 
оси абсцисс, а вершины Р (  1; 2), Н ( —6; 6), К  (4; 6) распо­
ложены так, что диагонали четырехугольника взаимно 
перпендикулярны. Найдите координаты точки Е.

§ 69. СВОЙСТВА СКАЛЯРНОГО ПРОИЗВЕДЕНИЯ ВЕКТОРОВ. 
ПРИМЕНЕНИЕ СКАЛЯРНОГО ПРОИЗВЕДЕНИЯ ВЕКТОРОВ 

К РЕШЕНИЮ ЗАДАЧ

69.1. 1) Известно, что с =  а +  Ь> |а |  = 5  см, \Ь\ = 3  см. Угол меж­
ду векторами а и Ь равен 60°. Найдите \с\.
2) Используя скалярное произведение векторов, докажи­
те, что медиана равнобедренного треугольника, проведен­
ная к его основанию, является биссектрисой этого тре­
угольника. ^

69.2. 1) Известно, что т =  п — к , \ п \ = л / 2  см, |& |= 3  см, угол 
между векторами п и к  равен 45°. Найдите \т\.
2) Используя скалярное произведение векторов, докажи­
те, что медиана равнобедренного треугольника, проведен­
ная к ее основанию, является высотой этого треугольника.

69.3. 1) Найдите угол между векторами а и Ь, если (а — Ь)2 +  
(2а — 6)2 =  56, \а\ = 2 ,  | 6 | = 3 .
2) Используя скалярное произведение векторов, докажи­
те, что если биссектриса треугольника является его высо­
той, то этот треугольник равнобедренный.

69.4. 1) Найдите угол между векторами т и л, если ( т  — 2а)2 +  
+  ( т  +  И)2 =  73, | т |= 2 Д / 2 ,  | л | = 3 .
2) Используя скалярное произведение векторов, докажи­
те, что если биссектриса треугольника является его меди­
аной, то этот треугольник равнобедренный.

69.5. 1) Известно, что а =  3/? — й, Ь =  р 3&, где ~р и к — единич­
ные взаимно перпендикулярные векторы. Вектор с имеет 
длину УЁГ и составляет равные углы с векторами ~р и I  
Запишите разложение вектора с по векторам ~р и %.
2) В А А В С  5АВ2 =  ВС2 +  АС2. Докажите, что медианы тре­
угольника ЛЛ, и В В 1 взаимно перпендикулярны.

69.6. 1) Известно, что р =  За +  6, к =  а — 36, где а и Ь — единич­
ные взаимно перпендикулярные векторы. Вектор т имеет 
длину д/2(Г и составляет равные углы с векторами р и к. 
Запишите разложение вектора т по векторам р и к.
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2) В треугольнике АВС / ^ В  =  90°, соз -. Докажите,
что угол между медианами В В 1 и А А Х прямой.

69.7*. 1) В треугольнике АВС АС =  3 см, ВС =  6 см, Л А С В =  120°. 
Точка Е делит сторону АВ  в отношении 1:2, считая от 
вершины А. Найдите отрезок СЕ.
2) Даны точки М ( — 1; 3), Р  (1; 2), К ( — 2; 5). Найдите пло­
щадь треугольника РКМ.

69.8*. 1) В треугольнике РКН РН =  2д/^Г дм, РК  =  2 дм, 
2 . Н Р К =  135°. Найдите отрезок ЯО, если точка О принадле­
жит прямой НК  и НО : ОАГ =  1 : 3.
2) Даны точки >4(3; 2), В (4; 5), С (7; 10). Найдите пло­
щадь треугольника АВС.

ДЛИНА ОКРУЖНОСТИ И ПЛОЩАДЬ КРУГА

§ 70. ОПРЕДЕЛЕНИЕ ПРАВИЛЬНОГО МНОГОУГОЛЬНИКА.
ФОРМУЛА УГЛОВ ПРАВИЛЬНОГО МНОГОУГОЛЬНИКА

70.1. 1) Найдите углы правильного десятиугольника.
2) Диагональ правильного пятиугольника равна 4. Найдите 
сторону пятиугольника, используя микрокалькулятор.

70.2. 1) Найдите углы правильного двенадцатиугольника.
2) Сторона правильного пятиугольника равна 2. Найдите 
его диагональ, используя микрокалькулятор.

70.3. 1) Найдите внешние углы правильного девятиугольника. 
2) Сторона правильного пятиугольника А В С й Е  равна 2. 
Найдите расстояние от точки С до прямой АЕ, используя 
микрокалькулятор.

70.4. 1) Найдите внешние углы правильного десятиугольника. 
2) В правильном пятиугольнике А В С й Е  расстояние от 
точки Ь  до прямой /4В равно 4. Найдите сторону пяти­
угольника, используя микрокалькулятор.

70.5. 1) Существует ли правильный многоугольник, у которого 
каждый угол равен 145°?
2) Сторона правильного пятиугольника АВСИЕ  равна 
2. Диагонали АО  и ВЕ пересекаются в точке О. Найдите 
>40, используя микрокалькулятор.

70.6. 1) Существует ли правильный многоугольник, каждый 
угол которого равен 149°?
2) В правильном пятиугольнике АВСОЕ  диагонали >4С и 
ВЕ  пересекаются в точке О. Длина ВО равна 2. Найдите 
сторону пятиугольника, используя микрокалькулятор. 

70.7*. Какими равными правильными многоугольниками можно 
покрыть плоскость без просветов?

70.8*. Можно ли комбинациями двух видов правильных много­
угольников покрыть плоскость без просветов? Приведите 
пример.

82



§ 71. ПОСТРОЕНИЕ ПРАВИЛЬНЫХ МНОГОУГОЛЬНИКОВ. 
ВЫРАЖЕНИЕ ДЛЯ РАДИУСА ВПИСАННОЙ И ОПИСАННОЙ ОКРУЖНОСТИ

71.1. 1) С помощью циркуля и линейки впишите в данную 
окружность правильный треугольник.
2) Сторона правильного треугольника, описанного око­
ло некоторой окружности, равна д/з\ Найдите сторону 
правильного четырехугольника, вписанного в ту же 
окружность.

71.2. 1) С помощью циркуля и линейки впишите в данную 
окружность правильный четырехугольник.
2) Сторона правильного четырехугольника, описанного 
около некоторой окружности, равна 4. Найдите сторону пра­
вильного треугольника, вписанного в ту же окружность.

71.3. 1) С помощью циркуля и линейки опишите около данной 
окружности правильный треугольник.
2) Сторона описанного правильного четырехугольника на
Д/3 больше стороны правильного треугольника, вписанного 
в ту же окружность. Найдите сторону четырехугольника.

71.4. 1) С помощью циркуля и линейки опишите около данной 
окружности правильный четырехугольник.
2) Сторона описанного правильного треугольника на д/(Г 
больше стороны правильного четырехугольника, вписан­
ного в ту же окружность. Найдите сторону треугольника.

71.5. 1) Постройте правильный шестиугольник по отрезку, равному 
расстоянию от центра шестиугольника до его стороны.
2) Один из двух правильных л-угольников вписан в 
окружность, другой описан около нее. Может ли отноше­
ние периметров этих многоугольников равняться 0,51?

71.6. 1) Постройте правильный шестиугольник по отрезку, рав­
ному его меньшей диагонали.
2) Один из правильных л-угольников описан около окруж­
ности, а другой вписан в нее. Может ли отношение площа­
дей этих многоугольников быть больше 4?

71.7*. 1) В окружность радиуса /? вписаны правильные 2л-уголь- 
ник и л-угольник, ап — сторона л-угольника. Найдите 
площадь 2л-угольника.
2) Внутри правильного шестиугольника со стороной 2 д/зГ см 
выбрана точка М. Найдите сумму расстояний от точки М 
до прямых, содержащих стороны шестиугольника.

71.8*. 1) Около окружности описаны правильные 2л-угольник и 
л-угольник. Вокруг л-угольника описана еще одна окруж­
ность. Отношение радиусов этих двух окружностей равно 
х  ( х > 1 ) .  Найдите отношение периметров л-угольника и 
2л-угольника.
2) Около правильного шестиугольника со стороной, рав­
ной 1, описана окружность. Найдите сумму квадратов

83



расстояний от произвольной точки окружности до всех 
вершин шестиугольника.

§ 72. ДЛИНА ОКРУЖНОСТИ» ДЛИНА ДУГИ

72.1. 1) Найдите радиус окружности, если ее длина равна 88я м. 
2) С помощью микрокалькулятора вычислите длину дуги, 
радиус которой равен 22, а градусная мера 165°.

72.2. 1) Длина окружности равна 96я см. Найдите ее радиус. 
2) Дуга в 117° имеет радиус 29 см. Найдите длину этой 
дуги, используя микрокалькулятор.

72.3. 1) С помощью микрокалькулятора вычислите градусную 
меру дуги, длина и радиус которой равны соответственно 
94,2 см и 45 см.
2) В окружности длиной 36я см проведена хорда, стягива­
ющая дугу в 60°. Найдите длину этой хорды.

72.4. 1) Длина дуги равна 62,8 м, а ее радиус 36 м. Найдите гра­
дусную меру дуги, используя микрокалькулятор.
2) В окружности длиной 24я см проведена хорда, равная 
12 см. Найдите градусную меру меньшей дуги, стягивае­
мой хордой.

72.5. 1) Каким должен быть радиус окружности, чтобы ее длина 
была равна сумме длин двух окружностей с радиусами 
11 и 47 см?
2) В окружности длиной 48я см проведена хорда, равная 
9,6 см. Найдите длину меньшей из дуг, стягиваемых этой 
хордой, используя микрокалькулятор.

72.6. 1) Каким должен быть радиус окружности, чтобы ее длина 
была равна разности длин двух окружностей с радиусами 
37 и 15 см?
2) В окружности длиной 40я см проведена хорда, отстоя­
щая от центра на 2,1 см. Найдите длину меньшей из дуг, 
стягиваемых этой хордой, используя микрокалькулятор. 

72.7*. Даны две окружности. Вторая окружность имеет центр О 
на первой окружности и касается ее диаметра АВ  в точке М. 
Найдите длину второй окружности, если АМ =  т, ВМ =  п . 

72.8*. Две окружности касаются внутренним образом в точке А. 
Через точку А проведена прямая, пересекающая малую и 
большую окружности в точках В и С соответственно. Най­
дите отношение длин данных окружностей, если АВ:АС — х.

$ 73. ПЛОЩАДЬ КРУГА И КРУГОВОГО СЕКТОРА

73.1. 1) С помощью микрокалькулятора вычислите площадь 
круга, длина окружности которого равна 17,1 см.
2) Градусная мера дуги окружности радиуса 8 мм равна 
36°. Найдите площадь кругового сектора, соответствующе­
го этой дуге.
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73.2. 1) Длина окружности равна 19,1 м. С помощью микрокаль­
кулятора вычислите площадь соответствующего круга. 
2) Найдите площадь кругового сектора радиуса 6 м, если 
градусная мера его дуги равна 150°.

73.3. 1) С помощью микрокалькулятора вычислите длину 
окружности круга, площадь которого равна 724 см2.
2) На рисунке 197 изображена окружность с центром О, 
АВ =  В О = Ю  см. Найдите площадь заштрихованной фи­
гуры.

73.4. 1) Площадь некоторого круга равна 51,6 см2. Найдите дли­
ну окружности, соответствующей этому кругу, используя 
микрокалькулятор.
2) На рисунке 198 изображена окружность с центром О и 
радиусом 8 м. Меньшая из дуг, стягиваемая хордой М Н , 
имеет градусную меру 60°. Найдите площадь заштрихо­
ванной фигуры.

73.5. 1) Как изменится длина окружности, если площадь соответ­
ствующего ей круга уменьшится в 441 раз?
2) На рисунке 199 изображена окружность с центром О и 
радиусом 24 м. Хорда АВ  равна 9,6 м. Найдите площадь 
заштрихованной фигуры, используя микрокалькулятор.

73.6. 1) Как изменится площадь круга, если длина соответству­
ющей ему окружности увеличится в 19 раз?
2) На рисунке 200 изображена окружность с центром О и 
радиусом 7 см. Расстояние от точки О до хорды МР  равно 
3 см.

Рис. 200 Рис. 201 Рис. 202
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С помощью микрокалькулятора вычислите площадь з а ­
штрихованной фигуры.

73.7*. Площадь полукруга (рис. 201) равна ($. Градусные меры 
дуг АВ  и СО равны 30°. Найдите площадь заштрихован­
ной фигуры.

73.8*. На рисунке 202 изображен полукруг с диаметром АО. 
Градусные меры дуг АВ  и СО равны 45°. Найдите пло­
щадь полукруга, если площадь заштрихованной фигуры 
равна (?.

ДВИЖЕНИЯ

§ 74. ОСЕВАЯ И ЦЕНТРАЛЬНАЯ СИММЕТРИЯ,
ПОНЯТИЕ ДВИЖЕНИЯ

74.1. 1) Дана трапеция АВСО. Постройте фигуру, на которую 
отображается данная трапеция при центральной симмет­
рии с центром А.
2) Докажите, что при движении вертикальные углы отоб­
ражаются на вертикальные углы.

74.2. 1) Дана трапеция АВСО.  Постройте фигуру, на которую 
отображается данная трапеция при осевой симметрии с 
осью АВ.
2) Докажите, что при движении смежные углы отобража­
ются на смежные углы.

74.3. 1) Дана трапеция АВСО , все стороны которой имеют раз­
ные длины, О — середина диагонали АС. Постройте фигу­
ру, на которую отображается данная трапеция при цент­
ральной симметрии с центром О.
2) Докажите, что при движении подобные ромбы отобра­
жаются на подобные ромбы.

74.4. 1) Дана трапеция АВ СО , все стороны которой имеют раз­
ные длины. Постройте фигуру, на которую отображается 
данная трапеция при осевой симметрии с осью АС.
2) Докажите, что при движении подобные прямоугольники 
отображаются на подобные прямоугольники.

74.5. 1) Даны окружность и точка А на ней. Постройте фигуру, 
на которую отображается данная окружность при цент­
ральной симметрии с центром А.
2) При некотором движении отрезок АВ  отображается 
на отрезок ЕР , А В =  12 см. Точка М принадлежит отрезку 
АВ, АМ =  2 см. Точка М отображается на точку Н. Най­
дите НЕ.

74.6. 1) Даны окружность и прямая а, касательная к этой 
окружности. Постройте фигуру, на которую отображается 
данная окружность при осевой симметрии с осью а.
2) Точка К принадлежит отрезку МН  и делит его в отно­
шении 3 :2 ,  считая от точки М. При некотором движении 
отрезок МН  отображается на отрезок ЕР, а точка К  — на 
точку Т. Найдите отношение ЕТ:ЕР.
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§ 75. ПАРАЛЛЕЛЬНЫЙ ПЕРЕНОС И ПОВОРОТ

75.1. 1) Дан квадрат АВСО.  Постройте фигуру, которая получа­
ется из этого квадрата параллельным переносом на век­
тор АС.
2) Докажите, что правильный шестиугольник при поворо­
те вокруг своего центра на угол 60° отображается на себя.

75.2. 1) Постройте квадрат, который получается из данного 
квадрата АВСО  поворотом вокруг центра А на угол 135° 
против часовой стрелки.
2) Докажите, что при параллельном переносе прямой АВ
на вектор АВ  прямая АВ  отображается на себя.

75.3. 1) Дана трапеция АВСО.  Известно, что при параллельном 
переносе прямая АО отображается на прямую ВС, а пря­
мая ВО отображается на себя. Постройте точку, в кото­
рую переходит точка А при этом параллельном переносе. 
2) В правильном треугольнике с центром О угол РОН  ра­
вен 60° (рис. 203). Докажите, что при повороте вокруг цент­
ра О на угол 120° против часовой стрелки отрезок КР 
отображается на отрезок МН.

75.4. 1) Дан равнобедренный треугольник АВС  с прямым углом 
В. При некотором повороте точка А отображается на точку 
В, а точка В — на точку С. Постройте центр поворота. 
2) Даны две окружности одинакового радиуса с центрами 
О и О, (рис. 204). Хорды АВ  и СО равны и лежат на одной 
прямой. Докажите, что при параллельном переносе на
вектор ОО, отрезок АВ  отображается на отрезок СО.

75.5. 1) Даны угол АВС  и точка М внутри его. Найдите на сто­
ронах угла такие точки О и В, чтобы при параллельном 
переносе точка В отображалась на точку О, а точка Е — 
на точку М.
2) При некотором повороте точка А отображается на точку 
В, а точка С — на точку В. При каком значении угла поворота 
точки >4, В, С, В лежат на одной прямой?

75.6. 1) Даны две прямые и точка О. На каждой из прямых от­
метьте точку, которая бы переходила в другую при пово­
роте на угол 70° относительно центра О.
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2) Некоторая фигура перешла в себя при параллельном 
переносе. Докажите, что не существует круга, внутри ко­
торого лежала бы данная фигура.

§ 76. ПРИМЕНЕНИЕ ДВИЖЕНИЙ К РЕШЕНИЮ ЗАДАЧ

76.1. 1) Отрезки АС и ВО пересекаются в точке О. >40 =  ОС, 
ВО =  0 0 .  Точки М и Н — середины отрезков >4В и СО. 
Используя центральную симметрию, докажите, что точка 
О — середина отрезка МН.
2) Используя параллельный перенос, докажите, что если 
одна из двух параллельных прямых перпендикулярна третьей 
прямой, то и другая прямая перпендикулярна этой прямой.

76.2. 1) Используя осевую симметрию, докажите, что медианы, 
проведенные к боковым сторонам равнобедренного тре­
угольника, равны.
2) Используя поворот, докажите, что если градусные ме­
ры двух дуг окажутся равны, то и стягивающие их хорды 
тоже равны.

76.3. 1) Через точку пересечения диагоналей параллелограмма 
АВСО проведена прямая, пересекающая стороны ВС и АО 
в точках М и Н соответственно. Докажите, что ВМ =  ОН.  
2) Постройте окружность, касающуюся двух данных па­
раллельных прямых и проходящую через данную между 
ними точку.

76.4. 1) Докажите, что если трапеция вписана в окружность, то 
она равнобедренная.
2) Даны две параллельные прямые Ъ и с и точка >4 между 
ними. Постройте равнобедренный треугольник АВС  с пря­
мым углом А так, чтобы вершины В и С лежали соответ­
ственно на прямых Ь и с.

76.5. 1) Через центр квадрата АВСО  проведены две взаимно 
перпендикулярные прямые, каждая из которых пересека­
ет противоположные стороны квадрата. Докажите, что от­
резки этих прямых, заключенные внутри квадрата, равны 
между собой.
2) Прямая с пересекает две параллельные прямые а и Ь 
под острым углом. Постройте равнобедренный треуголь­
ник АВС  так, чтобы точки >4 и В  лежали на прямых а и Ь 
соответственно, а медиана СМ была равна основанию АВ  
треугольника и лежала на прямой с.

76.6. 1) Даны две окружности равных радиусов с центрами Ох 
и 0 2. Прямая, параллельная 0 , 0 2, пересекает первую 
окружность в точках >4 и В, вторую — в точках С и В так, 
что точки В и О принадлежат отрезку >4С. Докажите, что 
0 , 0 2 =  ВВ.
2) Даны угол тп  и точка О внутри его. Постройте квад­
рат АВСО так, чтобы диагонали квадрата пересекались в точ­
ке О, а точки В и В лежали на лучах т и п  соответственно.
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ИТОГОВОЕ ПОВТОРЕНИЕ КУРСА ПЛАНИМЕТРИИ

$ 77. ТРЕУГОЛЬНИКИ

77.1. 1) В треугольниках ЛВС и А ХВ ХСХ А С = А А ХСХВ Х =  
=  / . С хН В х =  90°, АВ =  А 1С1 =  5, ЛС =  4, СХН =  3 (рис. 205).
а) Докажите, что треугольники АВС  и А ХСХН равны, а 
треугольники АВС  и А ХВ ХСХ подобны.
б) Найдите площадь треугольника АВС.
в) Найдите отрезки Н В Х и В ХСХ.
2) Начертите произвольный треугольник. Постройте одну 
из биссектрис этого треугольника.

77.2. 1) В треугольниках ЛВС и Л,В,С, ЛВ =  2Д/з\ ЛС =  ВС =  2, 
А А =  А А Х=  / - В ъ СР — биссектриса треугольника ЛВС, 
А С ХМ В Х= ^ С ХНМ =  90°, СР =  СХН (рис. 206).
а) Докажите, что треугольники ЛВС и А ХВ ХСХ подобны, а 
треугольники СРВ и М СХН равны.
б) Найдите площадь треугольника ЛВС.
в) Найдите углы треугольника СХМН.
2) Начертите произвольный треугольник. Постройте одну 
из медиан этого треугольника.

77.3. 1) В треугольниках ЛВС и Л ̂ С ,  А  А =  ^ Л ,  =  45°, / -  С =  
=  А  Сх =  105°, Л,С, =  2, ЛС =  4, МН  — средняя линия тре­
угольника ЛВС (рис. 207).
а) Докажите, что треугольники ЛВС и Л,В,С, подобны, а 
треугольники А ХВ ХСХ и МВН  равны.
б) Сравните отрезки ВН  и Л,В,.
в) Найдите отрезок ВС.
г) Вычислите с помощью микрокалькулятора площадь 
треугольника ЛВС.
2) Начертите произвольный треугольник. Постройте одну 
из высот этого треугольника.

С

Рис. 205 Рис. 206
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с

в

А, С, А

Рис. 207 Рис. 208

77.4. 1) На рисунке 208 ОВ =  ОЯ =  ЯО =  3 , ОС =  ОМ =
=  АМ =  1, А В О С =  135°.
а) Докажите, что треугольники ВОС и МОН  равны, а тре­
угольники ОСВ и ОАЭ  подобны.
б) Найдите площадь треугольника >400.
в) Найдите отрезок МН.
г) Вычислите с помощью микрокалькулятора угол СВО. 
2) Начертите произвольный треугольник. Постройте одну 
из средних линий этого треугольника.

77.5. 1) Отрезки Л В и СО пересекаются в точке О так, что 
ВО =  ОС =  а, А 0  =  0 О  — Ь.
а) Докажите, что углы ЛВО и >4СО равны.
б) Найдите отношение площадей треугольников >400 и

в) Докажите, что точка О — середина отрезка М Н , если 
ОМ и ОН — биссектрисы треугольников АОС  и ООО со­
ответственно.
г) Найдите радиус окружности, вписанной в треугольник 
>400, и радиус окружности, описанной около треугольни­
ка ВОС, если угол >40С равен а.
2) Начертите произвольный треугольник АВС.  Постройте 
треугольник, подобный треугольнику ЛВС, так, чтобы егоз
периметр составлял — периметра треугольника ЛВС.

77.6. 1) Отрезки КР и МН  имеют равные длины и пересекаются 
в точке О так, что прямые КН и МР  параллельны, 
ОН =  а, ОМ =  Ь.
а) Докажите, что 0 / (  =  а, ОР =  Ь.
б) Найдите отношение периметров треугольников ОКМ и

в) Докажите, что точка О принадлежит отрезку ЛВ, если 
точки Л и В принадлежат отрезкам КН и МР  соответст­
венно, причем А Н :КН =  МВ:МР.
г) Найдите радиус окружности, вписанной в треугольник

СВО.

ОНР.
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/СОЯ, и радиус окружности, описанной около треугольни­
ка М ОР , если угол КНО равен а.
2) Начертите произвольный треугольник МРН.  Постройте 
треугольник, подобный треугольнику МРН,  так, чтобы его

4
площадь составляла — площади треугольника МРН.

§ 78. ЧЕТЫРЕХУГОЛЬНИКИ
78.1. Через середину диагонали АС  прямоугольника АВСО  про­

ведена прямая, пересекающая стороны ВС и АО  в точках 
Р и К соответственно.
а) Докажите, что четырехугольник АРСК  — параллелограмм.
б) Найдите площадь четырехугольника АРСК , если 
>4С =  13 см, КО =  8 см, Л/С =  4 см.

78.2. Через середину диагонали ВО квадрата АВСО  проведена 
прямая, пересекающая стороны АВ  и СО в точках Р  и 
К соответственно.
а) Докажите, что четырехугольник ВКОР  — параллело­
грамм.
б) Найдите площадь четырехугольника ВКОР , если 
АР =  2 см, КО =  6 см.

78.3. Через середину диагонали ВО параллелограмма АВСО  
перпендикулярно ей проведена прямая, пересекающая 
стороны ВС и АО  в точках М и Г  соответственно.
а) Докажите, что четырехугольник ВМОТ  — ромб.
б) Найдите радиус круга, вписанного в четырехугольник 
ВМОТ , если В Ь  =  8 см, ТМ =  6 см.

78.4. Через середину диагонали АС  трапеции АВСО  перпендику­
лярно этой диагонали проведена прямая, пересекающая 
основания АО  и ВС в точках М и Г  соответственно.
а) Докажите, что четырехугольник АТСМ  — ромб.
б) Найдите радиус окружности, вписанной в четырех­
угольник АТСМ , если АТ =  10 см, Л С = 1 6  см.

78.5. Через точку пересечения диагоналей квадрата АВСО  прове­
дены две взаимно перпендикулярные прямые, пересекаю­
щие стороны АВ, ВС, СО и АО  в точках Р, /С, Я, Т соответ­
ственно.
а) Докажите, что четырехугольник РКНТ  является квад­
ратом.
б) Найдите площадь четырехугольника РКНТ,  если 
ВС =  а, А Т К С  =  а.

78.6. Дан ромб АВСО  с острым углом А, равным а. Через точку 
О пересечения диагоналей этого ромба проведены две 
прямые, пересекающие стороны АВ, ВС, Сб  и АО  в точ­
ках М, Я, /С, Р  соответственно. А Р О К = ь ,  / . А Р О  =  90°.
а) Докажите, что четырехугольник МНКР  является пря­
моугольником.
б) Найдите площадь четырехугольника М НК Р , если 
КР =  а.
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$ 79. ОКРУЖНОСТЬ

79.1. 1) Остроугольный треугольник АВС  вписан в окружность 
так, что градусные меры дуг АВ  и ВС равны соответствен­
но 100° и 120°. Найдите угол АС В.
2) В треугольник АВС  вписана окружность, касающаяся 
стороны ВС в точке К . С помощью микрокалькулятора 
найдите углы АСВ  и АВС , если С /С=8 см, КВ =  6 см, а 
радиус окружности равен 2 см.

79.2. 1) Окружность описана около треугольника АВС.  Угол 
ВАС  равен 50°, угол АСВ  равен 60°. Найдите меньшую из 
дуг АС.
2) Треугольник АВС  описан около окружности радиусом 
12 см. С помощью микрокалькулятора найдите сторону 
АВ,  если / . С А В  =  52°, А С В А =  76°.

79.3. 1) Треугольник с углами 30°, 60°, 906 описан около окруж­
ности. Найдите градусные меры дуг, на которые окруж­
ность разделилась точками касания.
2) Около остроугольного треугольника АВС  описана 
окружность радиусом 12 см. С помощью микрокалькуля­
тора вычислите угол ВАС , если А С =  16 см, АВ =  22 см.

79.4. 1) Окружность вписана в треугольник. Точки касания де­
лят окружность на дуги с градусными мерами 135°, 135° 
и 90°. Найдите углы треугольника.
2) Тупоугольный треугольник АВС  вписан в окружность 
радиусом 16 см. С помощью микрокалькулятора вычисли­
те угол ВАС, если расстояния от центра окружности до 
сторон АВ  и АС равны соответственно 3 и 5 см.

79.5. 1) Треугольник с углами 50°, 60°, 70° описан около окруж­
ности. Найдите отношение длин дуг, на которые окруж­
ность разделилась точками касания.
2) Около треугольника АВС  описана окружность радиу­
сом 15 см, / - В  =  2Ь°. С помощью микрокалькулятора вы­
числите углы ВАС  и ВСА , если ВС =  20 см.

79.6. 1) Круг вписан в треугольник. Радиусы, проведенные в 
точки касания, разделили площадь круга на части, кото­
рые относятся как 13:12:11. Найдите углы треугольника.
2) Треугольник АВС  вписан в окружность радиусом 
12 см. С помощью микрокалькулятора вычислите углы 
А и В треугольника, если ^ С = 1 6 ° ,  А С =  15 см.

$ 80. МЕТОД КООРДИНАТ. ВЕКТОРЫ

80.1. Даны точки А ( — 3; 3), В (6; 6), С (3; —3). Отрезок ВВ явля­
ется биссектрисой треугольника АВС.
1) Докажите, что треугольник АВС  равнобедренный.
2) Выразите вектор ВО через векторы ВА и ВС.
3) Запишите уравнение окружности с диаметром АС.
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4) С помощью ‘микрокалькулятора вычислите угол между 
медианой АЕ  и основанием АС.

80.2. Диагонали квадрата АВСО  пересекаются в точке О, 
окружность, вписанная в квадрат, касается прямой АВ  в 
точке Е. Координаты точек О, А и В соответственно равны 
(7; 5), (2; 8), (10; 10).
1) Найдите координаты точки Е.
2) Запишите уравнение окружности, описанной около 
квадрата.
3) Выразите вектор ОЕ через векторы ОС и О й.
4) С помощью микрокалькулятора найдите угол ЕСА.

80.3. Координаты вершин треугольника АВС: А ( —6; 10), В (8; 8), 
С (2; 2). Точка О — центр окружности, описанной около 
треугольника АВС.
1) Выясните вид треугольника А В С .
2) Выразите вектор СО через векторы С А и СВ.
3) Запишите уравнение окружности, описанной около тре­
угольника АВС.
4) С помощью микрокалькулятора вычислите угол ОСА.

80.4. В четырехугольнике АВСО  заданы координаты трех вер­
шин: А ( — 2; 2), В ( 0; 6), С (4; 4). Противоположные сторо­
ны четырехугольника попарно параллельны, а диагонали 
пересекаются в точке О.
1) Выясните вид четырехугольника.
2) Выразите вектор ОС через векторы АВ  и АО.
3) Запишите уравнение окружности, вписанной в четырех­
угольник.
4) Вычислите угол, который составляет прямая, проходя­
щая через середину стороны АВ  и точку С с прямой ВС.

80.5. Треугольник АВС  задан координатами вершин А (  — 4; 0), 
В (4; 0), С(0; 2). Точка О — центр окружности, описанной 
около этого треугольника.
1) Найдите длину медианы АК  треугольника АВС.
2) Запишите уравнение окружности, описанной около тре­
угольника АВС.
3) Выразите вектор ОС через векторы О А и ОВ.
4) С помощью микрокалькулятора вычислите угол между 
прямыми >40 и ВС.

80.6. Треугольник АВС  задан координатами своих вершин >4 (0; 12), 
В (9; 0), С (0; — 12). Точка О — центр окружности, вписанной 
в треугольник.
1) Найдите длину медианы СМ треугольника.
2) Запишите уравнение окружности, вписанной в тре­
угольник.
3) Выразите вектор ОВ через векторы ОС и 0>4.
4) С помощью микрокалькулятора вычислите угол между 
прямыми ОС и 0>4.
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ВВЕДЕНИЕ В СТЕРЕОМЕТРИЮ

$ 81. АКСИОМЫ СТЕРЕОМЕТРИИ И СЛЕДСТВИЯ ИЗ НИХ

81.1. 1) Пользуясь изображением на рисунке 209, назовите:
а) точку пересечения прямой ЛВ с плоскостью В В ^ ;
б) линию пересечения плоскостей ЛВВ, и В,СВ.
В какой из плоскостей ЛВВ,, Л,В,В, ВВ,С,, ВСВ не лежит 
точка А ?
2) Три прямые, проходящие через точку В, пересекают 
четвертую прямую соответственно в точках Л, В, С. Д ока­
жите, что точки Л, В, С, В лежат в одной плоскости.

81.2. 1) Пользуясь изображением на рисунке 210, назовите:
а) точку пересечения прямой ВВ с плоскостью ЛВС;
б) линию пересечения плоскостей ЛВ/) и СОВ .
В какой из плоскостей ЛВ/), ВВС, ЛВС, ЛВС не лежит 
точка С?
2) Прямые Л В и ЛС пересекаются с некоторой прямой в 
точках М и Я  соответственно. Докажите, что точки М, Я, 
С, В лежат в одной плоскости.

81.3. 1) Пользуясь изображением на рисунке 211, назовите:
а) точку пересечения прямой МС с плоскостью В,ВС,;
б) линию пересечения плоскостей М СХС и ВСВ,.
В каких из плоскостей ЛВВ,, ЛВВ,, ЛВВ, М О хСх лежит 
прямая МВ,?
2) Даны прямая и точка, не лежащая на этой прямой. До­
кажите, что все прямые, проходящие через данную точку 
и пересекающие данную прямую, лежат в одной плоско­
сти.

81.4. 1) По изображению на рисунке 212 назовите:
а) точку пересечения прямой МО и плоскости ЛВС;
б) линию пересечения плоскостей МВС  и ВВС.
В каких из плоскостей ЛВВ, ВВС, М ВЕ , ЛВС не лежит 
прямая М В ?
2) Даны две прямые, пересекающиеся в точке Л. Докажи­
те, что все прямые, пересекающие данные прямые и не 
проходящие через точку Л, лежат в одной плоскости.

В
Рис. 210Рис. 209 Рис. 211
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Рис. 212 Рис. 213 Рис. 214

81.5. 1) Перечертите рисунок 213 в тетрадь и постройте:
а) точку пересечения прямой МН  с плоскостью ЛВС;
б) линию пересечения плоскостей МНС  и ЛВС.
2) На трех прямых, лежащих в плоскости а, взяты соот­
ветственно три точки Л, В, С, принадлежащие плоскости р. 
Докажите, что точка С лежит на прямой АВ.

81.6. 1) Перечертите рисунок 214 в тетрадь и постройте:
а) точку пересечения прямой МН  с плоскостью А В С ;
б) линию пересечения плоскостей МНВ  и АВС.
2) Плоскости ц и р пересекаются по прямой Ь. Прямая а 
лежит в плоскости а и пересекает плоскость р в точке М. 
Докажите, что точка М лежит на прямой Ь.

81.7*. Точка О — центр окружности, описанной около треуголь­
ника АВС.  Принадлежит ли точка С плоскости, в которой 
лежат точки Л, В и О?

81.8*. Точка О — центр окружности, описанной около четырех­
угольника ЛВСВ.Точки Л, О и С принадлежат плос­
кости а. Принадлежит ли этой плоскости вершина В?

ПАРАЛЛЕЛЬНОСТЬ ПРЯМЫХ И ПЛОСКОСТЕЙ

$ 82. ТЕОРЕМА О ДВУХ ПРЯМЫХ» ПАРАЛЛЕЛЬНЫХ ТРЕТЬЕЙ. 
ПРИЗНАК СКРЕЩИВАЮЩИХСЯ ПРЯМЫХ

82.1. 1) На рисунке 215 точки М, Я, /С, Р — середины соответст­
венно отрезков ЛВ и ВС, ВС, АВ.  Найдите периметр четы­
рехугольника М Н К Р , если МР =  8 см, ЛС =  32 см.
2) Точка М не лежит в плоскости треугольника АВС.  К а­
ково взаимное расположение прямых МА и ВС? Ответ 
обоснуйте.

82.2. 1) На рисунке 216 точка А — середина отрезка МР,  
ВСЦЯЯ, ЛВЦЯЯ, ЛВЦСВ. Найдите ЯЯ, если АВ =  4 дм, 
а периметр четырехугольника АВСО  равен 28 дм.
2) Точка М не принадлежит плоскости четырехугольника 
ЛВСВ. Каково взаимное расположение прямых Л4В и ВС? 
Ответ обоснуйте.
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82.3. 1) На рисунке 217 точки М, Я и Я — середины соответст­
венно отрезков Л О, ОС, Л В, РК\\МН.  Найдите периметр 
четырехугольника МЯЯ/С, если ЛС =  8 см, В О = Ю  см.
2) Точка М не лежит в плоскости треугольника ЛВС, К — 
середина отрезка МВ.  Каково взаимное расположение 
прямых МА и С/С? Ответ обоснуйте.

82.4. 1) На рисунке 218 точка А — середина отрезка Я/С, 
ЛВЦСО, ВСЦЛО, ВСЦЯМ, СО||Я/С. Найдите ЯМ и Я/С, 
если С О = 1 6  дм, ВС =  8 дм.
2) Точка М не лежит в плоскости четырехугольника 
ЛВСО, К — середина отрезка МЛ. Каково взаимное рас­
положение прямых О/С и МВ? Ответ обоснуйте.

82.5. 1) Прямая Ь лежит в плоскости а и параллельна прямой а, 
не лежащей в этой плоскости. Через точку М плоскости 
а (М$Ь)  проведена прямая с, параллельная прямой а. Докажи­
те, что прямая с лежит в плоскости а.
2) На рисунке 219 прямая МВ пересекает плоскость ЛВС. 
Каково взаимное расположение прямых О/С и ЯЯ? Ответ 
обоснуйте.

82.6. 1) Прямая а, параллельная прямой Ь, пересекает плос­
кость а. Прямая с параллельна прямой Ь. Может ли пря­
мая с лежать в плоскости а?
2) На рисунке 220 прямая ЯЛ пересекает плоскость ЛВС. 
Каково взаимное расположение прямых ОН и Я/С? Ответ 
обоснуйте.
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82.7*. Даны четыре точки Л, В, С, В, не лежащие в одной плос­
кости. Докажите, что прямые, соединяющие середины от­
резков АВ  и СВ, АС и ВО у АО  и ВС, пересекаются в одной 
точке.

82.8*. Даны четыре точки Л, В, С и В, которые не лежат в одной 
плоскости. Докажите, что любые две из трех прямых, со­
единяющих середины отрезков Л В и СВ, АС  и ВВ, Л В и 
ВС, лежат в одной плоскости.

83.1. 1) На рисунке 221 плоскость, параллельная стороне ЛВ 
треугольника ЛВС, пересекает его стороны в точках М и 
/С. Найдите ЛВ, если М — середина стороны АС  и М К =  10. 
2) Некоторая плоскость а пересекает боковые стороны ЛВ 
и СВ трапеции АВСО  в точках М и К соответственно. До­
кажите, что Л В ||а ,  если М и К — середины боковых сто­
рон трапеции.

83.2. 1) На рисунке 222 плоскость, параллельная основаниям 
трапеции, пересекает стороны ЛВ и СВ в точках М и К со­
ответственно, ЛВ =  10, ВС =  6. Найдите Л1/С, если Л1 — се­
редина отрезка ЛВ.
2) П л о с к о с т ь  а пересекает стороны ВЛ и ВС треугольника 
ЛВС в точках Н и /С соответственно. Докажите, что Л С || а, 
если Я и К — середины сторон ЛВ и ВС.

83.3. 1) Треугольники ЛВС и ВВС не лежат в одной плоскости 
и имеют общую сторону, точки М, Я и /С — середины со­
ответственно сторон ВВ, СВ, Л С. Отрезок Л В пересекает 
плоскость МКН  в точке Р. Найдите Я/С, если ВС =  8.
2) Каким может быть взаимное расположение прямых а и 
Ьу если прямая а лежит в плоскости а, а прямая 6 парал­
лельна этой плоскости?

83.4. 1) Треугольник ЛЯВ и трапеция ЛВСВ имеют общую сто­
рону ЛВ и лежат в разных плоскостях. Через основание 
ВС трапеции и середину отрезка ЯВ — точку К проведена 
плоскость, которая пересекает прямую ЛЯ в точке 
М. Найдите МК,  если Л В =  10.

§ 83. ПАРАЛЛЕЛЬНОСТЬ ПРЯМОЙ И ПЛОСКОСТИ

С в с

Рис. 221 Рис. 222

4 Зив Б. Г., 7— 11 кл. 97



2) Каким может быть взаимное расположение двух пря­
мых, если обе они параллельны одной плоскости?

83.5. 1) Треугольники АВС  и ОВС  не лежат в одной плоскости 
и имеют общую сторону. Точки М 9 Н и К — середины со­
ответственно отрезков ВО , С Д  АС. Плоскость МКН  пере­
секает отрезок А В  в точке Р. Докажите, что отрезки РН  
и МК  пересекаются и в точке пересечения делятся 
пополам.
2) Изобразите параллелограмм АВСО  и точку Я, не ле­
жащую в плоскости этого параллелограмма. Отметьте 
точки Еу К, М 9 Н — середины сторон А В 9 ВС9 СО и АО  со­
ответственно. Постройте линию пересечения плоскостей 
РЕН  и РКМ.

83.6. 1) Треугольник АРО  и трапеция АВСО  имеют общую сто­
рону АО  и лежат в разных плоскостях. Через основание 
ВС трапеции и середину отрезка РО — точку К проведена 
плоскость, которая пересекает прямую А Р  в точке М 9 
АО =  2ВС . Докажите, что отрезки МС  и В К пересекаются 
и в точке пересечения делятся пополам.
2) Изобразите трапецию АВСО  и точку /С, не лежащую 
в плоскости АВС.  Отметьте точки Е и Р — середины диа­
гоналей АС  и ВО соответственно. Постройте линию пере­
сечения плоскостей ЕРК  и АОК.

$ 84. ПАРАЛЛЕЛЬНОСТЬ ПЛОСКОСТЕЙ

84.1. 1) Дано: / _ О А В =  /_ О М Р 9 /_ОМ К =  / - О А С  (рис. 223). 
Докажите, что плоскости МРК  и АВС  параллельны. 
2) Сторона АС  треугольника АВС  лежит в плоскости 
а. Через середину ВА — точку М проведена плоскость р, 
параллельная плоскости а и пересекающая ВС в точке 
/С. Найдите МК,  если Л С = 1 0  см.

84.2. 1) Дано: А О А В +  А А Е Р =  180°, А О А С +  ^ - А Е Т =  180° 
(рис. 224). Докажите, что плоскости АВС  и ЕРТ  парал­
лельны.
2) Сторона АВ  треугольника АВС  лежит в плоскости 
р. Через середину отрезка АС  — точку Р проведена плос-
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кость а, параллельная плоскости р и пересекающая ВС 
в точке Е. Найдите А В , если РЕ — 7 см. ,

84.3. 1) Прямые А А Ь ВВ, и СС, попарно параллельны и не ле­
жат в одной плоскости, АВ\ \АХВ Ь ВС||В,С,, Докажите, что 
АС\\АХСХ.
2) Параллельные плоскости а и р  пересекают стороны уг­
ла АВС  в точках А и С,, А ъ С2 соответственно. Найдите 
ВС,, если А хВ : А хА 2=  1:3, ВС2 =  12 см.

84.4. 1) Прямые А А Ь ВВ,, ССХ не лежат в одной плоскости и 
имеют общую точку, АВ\ \А ХВ Ь ВС||В,С,. Докажите, что 
АС\\АХСХ.
2) Точка К лежит между параллельными плоскостями а и 
р. Прямые а и 6, проходящие через точку /С, пересекают 
плоскость а в точках А х и В,, а плоскость р в точках А 2 и 
В2 соответственно. Найдите /СВ,, если А ХК'*АХА 2=  1:3, 
В,В2 =  15 см.

84.5. 1) Через точку К проведены две прямые а и Ьу пересекаю­
щие две параллельные плоскости а и р :  первую в точках 
А х и у42, вторую в точках В, и В2 соответственно. Вычислите 
К АХ и КВЪ если >4,у42:В,В2= 3 : 4 ,  Л,В, =  7 см, КА2 — 12 см. 
2) Верно ли утверждение: если две прямые, лежащие в 
одной плоскости, параллельны двум прямым другой плос­
кости, то эти плоскости параллельны?

84.6. 1) На параллельных плоскостях а и р  выбрано по паре то­
чек А Ху А 2 и В,, В2 соответственно так, что прямые А ХВ Х и 
А 2В2 пересекаются в точке 5. Вычислите 8 А Х и 5В 2, если 
^ ^ ,  =  6 см, 5у42 =  2,5 с м , 5В 2:5>42 =  3.
2) Верно ли утверждение: если две прямые, лежащие в 
одной плоскости, параллельны другой плоскости, то эти 
плоскости параллельны?

84.7*. Три параллельные плоскости а, р, -у (плоскость р лежит 
между а и у) пересекают одну из. двух данных прямых 
в точках А Ху В,, С,, а другую прямую в точках А ъ В2, 
С2 соответственно. Докажите, что А ХВ Х: В ХСХ =  А 2В2:В2С2.

84.8*. Две параллельные плоскости а и р  пересекают одну из- 
двух данных прямых в точках А ъ В,, а другую прямую в 
точках АоУ В2 соответственно. Точка С, принадлежит от­
резку А ХВ Х, а точка С2 — отрезку А 2ВЪ причем 
А хСх:СхВ х =  А 2С2:С2В2. Докажите, что прямая СХС2 парал­
лельна плоскости а.

§ 85. ТЕТРАЭДР И ПАРАЛЛЕЛЕПИПЕД.
ЗАДАЧИ НА ПОСТРОЕНИЕ СЕЧЕНИЙ

85.1. 1) В параллелепипеде АВСОАхВ хСхО х постройте сечение 
плоскостью, проходящей через вершины С и В, и точку 
К отрезка В,С,.
2) В тетраэдре ЭАВС  постройте сечение плоскостью, про­
ходящей через середину ребра ВС, вершину В и парал­
лельной прямой АС.



85.2. 1) В параллелепипеде АВС ОАхВ хСхО х постройте сечение 
плоскостью, проходящей через середину ребра Л,В, и вер­
шины О и Сх.
2) В тетраэдре ОАВС  постройте сечение плоскостью, про­
ходящей через вершину Л, точку М ребра ВВ, параллель­
ной прямой ВС.

85.3. 1) В тетраэдре ОАВС  точки Е , Я, М принадлежат соответ­
ственно ребрам А О , ВВ, ВС, причем прямые ЕР  и АВ  не 
параллельны. Постройте сечение тетраэдра плоскостью ЕРМ. 
2) В параллелепипеде АВСОАхВ хСхО х точка Е принадле­
жит ребру СО. Постройте сечение параллелепипеда плос­
костью, проходящей через эту точку и параллельной плос­
кости ВС хО.

85.4. 1) В тетраэдре ОАВС  точки В, /С, Р  принадлежат ребрам 
ЛВ, ВВ и ОС соответственно, причем РКЦьВС. Постройте 
сечение тетраэдра плоскостью В/СЯ.
2) В параллелепипеде АВС ОАхВ хСхО х точка Н принадле­
жит ребру СО. Постройте сечение параллелепипеда плос­
костью, проходящей через эту точку и параллельной плос­
кости сечения ЛСО,.

85.5. 1) В параллелепипеде АВС ОАхВ хСхО х точки /С, Я и М при­
надлежат соответственно ребрам ЛЛ,, А ХВ Х и ВС. По­
стройте сечение параллелепипеда плоскостью КРМ.
2) В тетраэдре ОАВС  точка В принадлежит ребру Л С. По­
стройте сечение тетраэдра плоскостью, проходящей через 
точку В и параллельной ребрам ЛВ и ВС. Определите вид 
сечения.

85.6. 1) В параллелепипеде АВС ОАхВ хСхО х точки Я, Я, К при­
надлежат соответственно ребрам В,С,, СС, и ЛВ. Построй­
те сечение параллелепипеда плоскостью Р Н К .
2) В тетраэдре ОАВС  точка М принадлежит ребру ВВ. 
Постройте сечение тетраэдра плоскостью, проходящей че­
рез точку М и параллельной ребрам ЛВ и ВС. Определите 
вид сечения.

85.7*. Отметьте точки М, /С, Я на ребрах Л,В,, ВС и ВВ, парал­
лелепипеда А В С О А хВ хСхО х. Постройте сечение параллеле­
пипеда плоскостью МКР.

85.8*. Отметьте точки М, /С, Я, принадлежащие граням ЛВВ,Л,, 
АВСО  и Л ^ ^ В ,  параллелепипеда А В с Ь а хВ хСхО х. По­
стройте сечение параллелепипеда плоскостью М К Р .

ПЕРПЕНДИКУЛЯРНОСТЬ ПРЯМЫХ И ПЛОСКОСТЕЙ
§ 86. ПРЯМАЯ, ПЕРПЕНДИКУЛЯРНАЯ ПЛОСКОСТИ.

ПАРАЛЛЕЛЬНЫЕ ПРЯМЫЕ, ПЕРПЕНДИКУЛЯРНЫЕ ПЛОСКОСТИ

86.1. 1) ВН  — медиана треугольника ЛВС. Прямая МА перпен­
дикулярна плоскости треугольника. Найдите угол между 
прямыми ВН и МА.
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2) Отрезок ЛВ, равный 5 см, не имеет общих точек с плос­
костью а. Прямые АС и ВВ, перпендикулярные этой плос­
кости, пересекают ее в точках С и В соответственно. Най­
дите ВО , если СВ =  3 см, А С =  17 см, В В < Л С .

86.2. 1) СВ — биссектриса треугольника ЛВС. Прямая ВВ пер­
пендикулярна плоскости треугольника. Найдите угол 
между прямыми СЕ и ВВ.
2) Отрезок МН  не имеет общих точек с плоскостью. П ря­
мые М Р  и НО9 перпендикулярные этой плоскости, пересе­
кают ее в точках Я и О соответственно, Л 1Р=12 дм, 
РО =  5 дм, НО =  24 дм. Найдите МН.

86.3. 1) Сторона АВ  параллелограмма АВСО  перпендикулярна 
плоскости а  (рис. 225). Найдите ВВ, если Л С =  10 см.
2) Отрезок А В пересекает некоторую плоскость в точке 
О. Прямые ЛВ и ВС, перпендикулярные этой плоскости, 
пересекают ее в точках В и С соответственно, ЛВ =  6 см, 
ВС =  2 см, О С =  1,5 см. Найдите ЛВ.

86.4. 1) Диагональ ВВ параллелограмма ЛВСВ перпендикуляр­
на плоскости а (рис. 226). Найдите периметр параллело­
грамма, если ЛВ =  7 см.
2) Отрезок ЛШ пересекает некоторую плоскость в точке 
/С. Через концы отрезка проведены прямые НР  и МЕ , пер­
пендикулярные плоскости и пересекающие ее в точках Р и 
В. Найдите РЕ,  если # Я  =  4 см, НК =  5 см, М Е =  12 см.

86.5. 1) Прямые Л В и СВ перпендикулярны некоторой плоско­
сти и пересекают ее в точках В и В соответственно. Най­
дите ЛС, если ЛВ =  9, СВ =  15, ВВ =  8.
2) Одна из двух скрещивающихся прямых перпендикуляр­
на плоскости. Будет ли перпендикулярна этой плоскости 
вторая прямая?

86.6. 1) Через концы отрезка МН  проведены прямые, перпенди­
кулярные некоторой плоскости и пересекающие ее в точ­
ках К и Т соответственно. Найдите МН,  если КТ =  5, 
МК —  4, НТ =  6.
2) Одна из двух пересекающихся прямых перпендикулярна 
плоскости. Будет ли перпендикулярна этой плоскости вто­
рая прямая?



86.7*. Дана трапеция АВСО,  не лежащая в плоскости а. Отрезки 
АА,, ВВ,, СС„ О й  1 являются перпендикулярами, опущенны­
ми на эту плоскость, причем АА,  +  СС, =  В В , - \ -0 0 , .  До­
кажите, что основания трапеции параллельны плоскости а. 

86.8*. Четырехугольник А В С й  не лежит в плоскости а. Из вер­
шин четырехугольника на плоскость а опущены перпенди­
куляры АА„ ВВ„ СС,, ОО,,  причем ВВ, =  0 0 ,  и ЛЛ,-|- 
-ЬСС, =  2ВВ, - \ -200 , .  Докажите, что плоскость четы­
рехугольника параллельна плоскости а.

$ 87. ПРИЗНАК ПЕРПЕНДИКУЛЯРНОСТИ ПРЯМОЙ 
И ПЛОСКОСТИ

87.1. В тетраэдре ОЛВС А О Л А С ,  АО Л А В ,  О С Л С В .
а) Докажите, что АО Л В С .
б) Докажите, что прямая ВС  перпендикулярна плоскости 
АОС.
в) Найдите площадь треугольника ВСА,  если В С = 4, 
ЛС =  3.

87.2. Точка Е не принадлежит плоскости прямоугольника АВСй,  
В Е Л А В ,  В Е Л  ВС.
а) Докажите, что В Е Л  СО.
б) Докажите, что прямая СО перпендикулярна плоскости 
ВСЕ.
в) Найдите площадь треугольника ЕСО, если С / ) = 6, СЕ—8.

87.3. В тетраэдре АВСО В О Л В С ,  О С Л А С ,  Л А С В  =  90°.
а) Докажите, что АС Л  ВО.
б) Найдите площадь треугольника АВО,  если ЛО =  25 мм, 
А В  =  24 мм.

87.4. Точка Е не принадлежит плоскости прямоугольника АВСО,  
В Е Л А В ,  Е А Л А О .
а) Докажите, что А О Л В Е .
б) Найдите площадь треугольника ЕВО,  если ВО =  7 см, 
ЕО =  25 см.

87.5. 1) В тетраэдре АВСО  углы /М С  и ОАВ  равны, А В = А С .  
Найдите угол между прямыми АО  и ВС.
2) Через катеты ВО  и ВС прямоугольных треугольников 
АВО  и АВС  проведена плоскость а, не содержащая их об­
щий катет. Будет ли А В Л а ?

87.6. 1) В тетраэдре АВСО А А О С =  Л В О С ,  А А В О =  Л О А В .  
Найдите угол между прямыми АВ  и СО.
2) Через стороны АО  и А Р  прямоугольников АВСО  и 
А РК В  проведена плоскость а, не содержащая их общую 
сторону. Будет ли А В Л  а?

87.7*. Все грани параллелепипеда АВС0А,В ,С ,0 ,  — равные ром­
бы; углы между ребрами, имеющими общую точку А, равны. 
Выясните, перпендикулярна ли прямая А,С  прямой В,О,. 

87.8*. В параллелепипеде МРКНМ,Р,К,Н,  все грани — ромбы; 
Л М ,М Н  +  Л М , М Р =  180°. Выясните, перпендикулярна ли 
прямая Р,Н  прямой МК.
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§ 88. ТЕОРЕМА О ТРЕХ ПЕРПЕНДИКУЛЯРАХ.
РАССТОЯНИЕ ОТ ТОЧКИ ДО ПЛОСКОСТИ

88.1. Прямая СО перпендикулярна плоскости остроугольного тре­
угольника АВС . СК — его высота. Докажите, что прямые Ь к  
и АВ  взаимно перпендикулярны. Найдите расстояние от 
точки А до плоскости О КС, если ОА=л[2  см, а А О А К = 4 5 ° .

88.2. Диагонали плоского четырехугольника АВСО  пересекают­
ся в точке О. Из точки О проведены перпендикуляр ОМ 
к прямой АВ  и перпендикуляр ОК к плоскости четырех­
угольника. Докажите, что угол между прямыми МК  и АВ  
прямой. Найдите расстояние от точки В до плоскости
ОКМ, если К М = л / 3 ,  А М К В  =  30°.

88.3. В треугольнике АВС  угол С прямой, а угол А равен 30°. 
Через точку С проведена прямая СМ, перпендикулярная 
плоскости треугольника, Л С = 1 8  см, СМ =  12 см. Найдите 
расстояние от точки М  до прямой АВ  и расстояние от точ­
ки В до плоскости АСМ.

88.4. В основании тетраэдра МРНК  лежит треугольник МРН  с 
углом Н , равным 90°. Прямая НК  перпендикулярна плос­
кости основания. Найдите расстояние от точки К  до пря­
мой МР  и расстояние от точки М до плоскости Р Н К , если 
КН =  9 см, РН  =  24 см, А  М РН  =  30°.

88.5. В треугольнике АВС АС =  В С = Ю  см, А В  =  30°. Прямая 
ВО перпендикулярна плоскости треугольника, ВО =  5 см. 
Найдите расстояние от точки О до прямой АС  и расстоя­
ние от точки В до плоскости АОС.

88.6. В ромбе АВСО угол А равен 60°, сторона ромба равна 4 см. 
Прямая АЕ  перпендикулярна плоскости ромба. Расстояние 
от точки Е  до прямой ОС равно 4. Найдите расстояние от 
точки Е до плоскости ромба и от точки А до плоскости ЕОС.

88.7*. 1) Через вершину А треугольника АВС проведена плоскость 
а, параллельная прямой ВС. Отрезки В В Х и СС, — перпен­
дикуляры, проведенные к плоскости а, А В Х =  13 см, АСХ =  
=  15 см, В ХСХ =  14 см, расстояние от прямой ВС до плос­
кости а равно 5 см. Найдите площадь треугольника АВС.  
2) Даны две параллельные плоскости и множество тре­
угольников, таких, что в каждом треугольнике две верши­
ны принадлежат первой из двух данных плоскостей, а 
третья вершина — второй. Какую фигуру образует множе­
ство всех точек пересечения медиан треугольников?

88.8*. 1) Через вершину М треугольника М НР  проведена плос­
кость р, параллельная прямой НР.  Отрезки Н Н Х и Р Р Х яв­
ляются перпендикулярами к плоскости р, НМ =  17 см, 
Р М =  10 см, НР =  9 см. Найдите площадь А Н ХМ ХР Х, если 
расстояние от прямой НР  до плоскости р равно УЙГ см. 
2) Даны две параллельные плоскости а и р и множество 
треугольников, таких, что одна сторона каждого треуголь-
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ника лежит в плоскости а, а середина другой — в плоско­
сти р. Какую фигуру образует множество вершин этих 
треугольников, не принадлежащих плоскости а?

$ 89. УГОЛ МЕЖДУ ПРЯМОЙ И ПЛОСКОСТЬЮ.
ДВУГРАННЫЙ УГОЛ

89.1. Отрезок АМ  является перпендикуляром к плоскости пря­
моугольника АВСО . Угол между прямой МС и этой плос­
костью равен 30°, ЛВ=У1Г, СВ =  2.
а) Найдите АМ.
б) Найдите двугранный угол МСОА.

89.2. В треугольнике АВС  угол В прямой, ВС =  2. Проекцией это­
го треугольника на некоторую плоскость является треуголь­
ник ВСВ, ЛВ=У1Г, двугранный угол ЛВСВ равен 45°.
а) Найдите АВ.
б) Найдите угол между прямой А С и плоскостью ВСВ.

89.3. В ромбе ЛВСО Л В =  10 см, / . В А й  =  45°, ВЕ  — перпендику­
ляр к плоскости ЛВС. Двугранный угол ВЛВВ равен 60°.
а) Найдите расстояние от точки Е до плоскости ЛВС.
б) С помощью микрокалькулятора вычислите угол между 
прямой АЕ  и плоскостью ромба.

89.4. В параллелограмме ЛВСО ЛВ =  20 см, ^ В Л В  =  45°, 
ВМ  — перпендикуляр к плоскости ЛВС. Угол между пря­
мой МА и плоскостью ЛВС равен 60°.
а) Найдите расстояние от точки М до плоскости ЛВС.
б) С помощью микрокалькулятора вычислите двугранный 
угол М А йВ .

89.5. В равнобедренном треугольнике ЛВС АС =  СВ =  а, 
г^ВАС =  30°, отрезок СМ — перпендикуляр к плоскости 
ЛВС, СМ =  аЛ[2. Найдите тангенс двугранного угла 
МАВС  и угол между прямой АМ  и плоскостью МВС .

89.6. В равнобедренном треугольнике НЕР А Е Н Р  =  А Н Р Е  =  30°,

высота треугольника ЕМ равна • Прямая КЕ перпенди­
кулярна плоскости НЕР , НК =  Ь. Найдите тангенс двугран­
ного угла КНРЕ и угол между прямой НК  и плоскостью КЕР.

$ 90. ПРЯМОУГОЛЬНЫЙ ПАРАЛЛЕЛЕПИПЕД. 
ПЕРПЕНДИКУЛЯРНОСТЬ ПЛОСКОСТЕЙ

90.1. В прямоугольном параллелепипеде ЛВСВЛ,В,С,В, ЛВ =  
=  2, Л ,В, =  3* СС, =  5.
а) Найдите ЛС,.
б) Докажите, что плоскости ЛЛ,С, и ЛВС взаимно перпен­
дикулярны.

90.2. В прямоугольном параллелепипеде ЛВСВЛ,В,С,В, ЛВ =  5, 
В В , =  2, В,С, =  1.
а) Найдите В,В.
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б) Докажите, что плоскости Л,В,С, и ВВ,В взаимно пер­
пендикулярны.

90.3. В прямоугольном параллелепипеде А В С О А хВ хСхО х основа­
ние Л В С В — квадрат, ЛВ =  2, А С Х =  2'\^6.
а) Найдите СС,.
б) Докажите, что плоскости ЛСС, и ВВ,В, взаимно пер­
пендикулярны.

90.4. В прямоугольном параллелепипеде у4ВСВЛ,В,С,В, боковая 
грань ВВ,С,С — квадрат, ВС =  3, ВВ,=У22~.
а) Найдите ВС.
б) Докажите, что плоскости ВСВ, и ВС,В, взаимно пер­
пендикулярны.

90.5. В прямоугольном параллелепипеде ЛВСВЛхВ хСхй х основа­
ние ЛВСВ — квадрат. Точка К делит отрезок АС  в отно­
шении 1:3, считая от вершины А.
а) Постройте сечение параллелепипеда плоскостью, со­
держащей точку К  и перпендикулярной плоскостям АВС  
и А А ХС.
б) Найдите площадь полученного сечения, если АСХ =  4Д/(Г, 
ВС =  4.

90.6. В прямоугольном параллелепипеде ЛВСВЛ,В,С,В, боковая 
грань ВВ,С,С — квадрат. Точка М делит отрезок В,С в 
отношении 1:5, считая от вершины В,.
а) Постройте сечение параллелепипеда плоскостью, со­
держащей точку М и перпендикулярной плоскостям ВСВ, 
и ВСС,.
б) Найдите площадь полученного сечения, если В В , =  6, 
В О ,= У § 8 .

90.7*. В кубе /4ВС/М ,5,0,1), диагональ Л С, равна 2"\/з\ Точки 
М, Я и Р  — середины соответственно ребер В,С,, В,С, и 
ВВ,.
а) Найдите периметр сечения куба плоскостью МНР.
б) Докажите, что плоскости А А ХСХ и М Н Р  взаимно пер­
пендикулярны.

90.8*. Точки М, Н , Р  являются соответственно серединами ребер 
Л,В,, В,С, и ЛВ куба ЛВСВЛ,В,С,В,. Периметр сечения ку­
ба плоскостью МНР  равен 12 д/2\
а) Найдите ВВ,.
б) Докажите, что плоскости МНР  и ВВВ, взаимно пер­
пендикулярны.

$ 91. ПЕРПЕНДИКУЛЯРНОСТЬ ПРЯМЫХ И ПЛОСКОСТЕЙ

91.1. В треугольнике АВС г^С =  90°, ВС =  5. Прямая ВВ пер­
пендикулярна плоскости треугольника. Расстояние от точ­
ки В до плоскости АВС  равно 5 д /з \
а) Найдите расстояние от точки В до прямой АС.
б) Найдите двугранный угол О АСВ.  105



в) Какие из плоскостей ЛВО, СВВ, АОС  перпендикуляр­
ны плоскости АВС  и почему?

91.2. Прямая МЕ  перпендикулярна плоскости прямоугольного 
треугольника НРЕ  с гипотенузой НЕ. ЕР =  5, расстояние 
от точки М до прямой РН  равно 10.
а) Найдите расстояние от точки М до плоскости ЕРН.
б) Найдите двугранный угол МРНЕ.
в) Какие из плоскостей НМР> М ЕР , УИВЯ перпендикуляр­
ны плоскости ЕНР  и почему?

91.3. 1) В треугольнике АВС ВС =  6 см, ^ Л С В =  120°. Прямая 
ВМ  перпендикулярна плоскости А ВС , ВМ =  3 см. Найдите 
расстояние от точки М до прямой АС.
2) АВСО  — прямоугольник. Плоскость правильного тре­
угольника ОМС  перпендикулярна плоскости АВС. Найди­
те двугранный угол МАОВ.

91.4. 1) АВСО  — ромб со стороной, равной 8 см, ^.Л = 4 5 ° ,  пря­
мая ВЕ  перпендикулярна плоскости ромба. Точка Е уда­
лена от прямой АО  на расстояние 4Д/(Г см. Найдите рас­
стояние от точки Е до плоскости АВС.
2) Основанием тетраэдра ОАВС  является правильный 
треугольник АВС  со стороной 4 см. Грани ОВС и ОВА 
перпендикулярны плоскости основания. Их общее ребро 
равно 2 см. Найдите величину двугранного угла ОАСВ.

91.5. 1) Точка М равноудалена от всех вершин равнобедренного 
прямоугольного треугольника ЛВС, АС =  СВ =  а. Плос­
кость МВС  составляет с плоскостью ЛВС угол 60°. Найди­
те расстояние от точки М до плоскости ЛВС.
2) Треугольники ЛВС и МВС  правильные, ВС =  2Л/3 см. 
Плоскость МВС  перпендикулярна плоскости ЛВС. Найди­
те расстояние от точки М до прямой АС.

91.6. 1) В ромбе АВСО  сторона равна а, ^ Л  =  60°. Точка М, 
расположенная вне плоскости ромба, равноудалена от его 
сторон. Найдите расстояние от точки М до плоскости ромба, 
если плоскость ЛАЯ) составляет с плоскостью ромба угол 45°. 
2) Равносторонний треугольник НВС и прямоугольный 
треугольник ЛВС лежат во взаимно перпендикулярных 
плоскостях, ВС =  4Д/3^ / -  А СВ =  60°. Найдите расстояние 
от точки Н до прямой АС.

91.7*. В прямоугольном параллелепипеде основание — квадрат. 
Через диагональ основания проведена плоскость, состав­
ляющая с плоскостью основания угол 45°. Найдите пло­
щадь полученного сечения, если измерения параллелепи­
педа равны 2, 2, 1.

91.8*. В параллелепипеде А В С 0 А 1В 1С10 1 боковое ребро ЛЛ, 
перпендикулярно плоскости основания, А А В Ь  =  90°, 
А А { =  А В =  1, АО =  2. Через диагональ основания ВО про­
ведена плоскость под углом 60° к плоскости основания. 
Найдите площадь полученного сечения.
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МНОГОГРАННИКИ
§ 92. ПРАВИЛЬНАЯ ПРИЗМА

92.1. 1) В правильной треугольной призме длины всех ребер рав­
ны 2 см. Найдите площадь сечения, проведенного через бо­
ковое ребро и середину противолежащей стороны основания. 
2) В правильной четырехугольной призме расстояние от 
вершины верхнего основания до середины диагонали ниж­
него основания равно 10 см. Высота призмы 6 см. Най­
дите длины всех ребер призмы.

92.2. 1) В правильной четырехугольной призме АВСОАхВ хСхО ] 
сторона основания равна 4 см, а боковое ребро л/5 см. 
Найдите площадь сечения, проведенного через боковое 
ребро А А Х и середину стороны СО основания.
2) В правильной треугольной призме боковое ребро равно 
3 см, а расстояние от вершины верхнего основания до се­
редины противоположной стороны нижнего основания 
равно 6 см. Найдите длины остальных ребер призмы.

92.3. 1) В правильной треугольной призме сторона основания 
равна 4 см. Через сторону основания и середину противо­
лежащего ей бокового ребра проведена плоскость под уг­
лом 45° к плоскости основания. Найдите площадь сечения 
и высоту призмы.
2) В правильной четырехугольной призме АВС О АхВ хСхО х 
Е и Р — середины ребер АО  и ОС соответственно. Найди­
те угол между прямыми В хО и ЕР.

92.4. 1) В правильной четырехугольной призме через диагональ 
основания и середину противолежащего ей бокового ребра 
проведена плоскость под углом 60° к плоскости основа­
ния. Найдите площадь сечения и высоту призмы, если сто­
рона основания равна 2 ^ 2  см.
2) В правильной треугольной призме А В С А ХВ ХСХ М у N  и 
Е — середины ребер АС> АВ  и ВС  соответственно. Найдите 
угол между прямыми А ХЕ и МЫ.

92.5. 1) В правильной треугольной призме А В С А ХВ ХСХ сторона

основания равна , а боковое ребро равно 2Л/3.  Через
сторону нижнего основания АС  и середину стороны В ХСХ 
верхнего основания проведена плоскость. Найдите пло­
щадь сечения и угол между плоскостью сечения и плоско­
стью основания.
2) В правильной четырехугольной призме АВ С О А хВ хСхО х 
площадь основания равна 16 см2. Найдите расстояние 
между прямыми А А Х и В хО.

92.6. 1) В правильной четырехугольной призме АВ С О А хВ хСхО х 
через диагональ основания ВО и середину ребра СхО х про­
ведена плоскость. Сторона основания равна 8д/2~, а боко­
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вое ребро равно 4. Найдите площадь сечения и угол меж­
ду плоскостью сечения и плоскостью основания.
2) В правильной треугольной призме АВ С А ХВ ХСХ сторона 
основания равна 4Д/3^ см, Е и Р — середины ребер А ХВ Х 
и АС соответственно. Найдите расстояние между прямы­
ми А А Х и ЕР.

§ 93. ПЛОЩАДЬ ПОВЕРХНОСТИ ПРИЗМЫ

93.1. В прямом параллелепипеде А В С О А хВ хСхО х АВ =  2У 
АО =  3 л / 2 у г^ВАО =  45°у В 10 = У и Г .  Найдите площади 
боковой и полной поверхностей параллелепипеда.

93.2. В прямом параллелепипеде АВСйА хВ хСхОх АО =  2у СО =  3,
А А О С  =  120°, А XС=^^35.  Найдите площади боковой и пол­
ной поверхностей параллелепипеда.

93.3. В основании прямого параллелепипеда АВС О АхВ хСхО х ле­
жит ромб, сторона которого равна 4 см. Через ребра АО 
и В ХСХ проведена плоскость, составляющая угол 60° с 
плоскостью основания. Найдите площади боковой и пол­
ной поверхностей параллелепипеда, если А В А О  =  АЪ°.

93.4. В основании прямого параллелепипеда АВС О АхВ хСхО х ле­
жит параллелограмм, АВ =  4 см, А й  =  6 см, / - В А О  =  60°. 
Через ребра АО  и В ХСХ проведена плоскость под углом 45° 
к плоскости основания. Найдите площади боковой и пол­
ной поверхностей параллелепипеда.

93.5. В прямом параллелепипеде АВС О АхВ хСхО х основанием 
служит ромб. Сторона ромба равна а, ВЛ/) =  60°. Д и а­
гональ параллелепипеда В хО составляет с плоскостью бо­
ковой грани угол 45°. Найдите площадь полной поверхно­
сти параллелепипеда.

93.6. В прямом параллелепипеде АВСОАхВ хСхО х основанием слу­
жит ромб со стороной а и углом ВАО , равным 45°. Прямая 
А хО наклонена к плоскости грани А А ХВ ХВ под углом 30°. 
Найдите площадь полной поверхности параллелепипеда.

§ 94. НАКЛОННАЯ ПРИЗМА

94.1. 1) В наклонной треугольной призме А В С А ХВ ХСХ основани­
ем служит прямоугольный треугольник АВС  ( ^ С  =  90°). 
Плоскость боковой грани А А ХСХС перпендикулярна плос­
кости основания. Докажите, что ССХВ ХВ — прямоугольник. 
2) В наклонной треугольной призме угол между двумя бо­
ковыми гранями прямой. Площади этих граней равны 
50 и 120 см2. Длина бокового ребра 10 см. Найдите пло­
щадь боковой поверхности призмы.

94.2. 1) Основанием наклонного параллелепипеда АВСОАхВ хСхОх 
служит прямоугольник АВСО.  Плоскости граней А А хО хО 
и В В ХСХС перпендикулярны плоскости основания. Д ока­
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жите, что остальные боковые грани — прямоугольники. 
2) В наклонной треугольной призме А В С А ХВ ХСХ угол меж­
ду гранями А А ХСХС и ССХВ ХВ прямой. Найдите площадь 
боковой поверхности призмы, если боковое ребро равно 
5 см, а площади граней А А ХВ ХВ  и ССХВ ХВ равны соответ­
ственно 130 и 50 см2.

94.3. 1) Основанием наклонной треугольной призмы А В С А ХВ ХСХ 
служит равнобедренный треугольник АВСУ АВ =  АСУ 
/ . А ХА С =  А А ХАВ<.90°.  Докажите, что ССХВ ХВ — прямо­
угольник.
2) В наклонной треугольной призме площади двух боко­
вых граней равны 40 и 80 см . Угол между ними равен 
120°. Найдите площадь боковой поверхности призмы, если 
длина бокового ребра равна 10 см.

94.4. 1) Основанием наклонной треугольной призмы А В С А ХВ ХСХ 
служит правильный треугольник АВС. Вершина А х равно­
удалена от всех вершин нижнего основания. Докажите, 
что ССХВ ХВ — прямоугольник.
2) В наклонной треугольной призме площади двух боко­
вых граней равны 6 и см2. Угол между ними равен
135°. Найдите площадь боковой поверхности призмы, если 
длина бокового ребра равна 3 см.

94.5. 1) В наклонной треугольной призме основанием служит 
правильный треугольник со стороной а. Одна из вершин 
верхнего основания одинаково удалена от всех сторон ниж­
него основания. Боковые ребра призмы составляют с 
плоскостью основания угол 60°. Найдите площадь боковой 
поверхности призмы.
2) В наклонной треугольной призме две боковые грани 
равны. Угол между ними равен а. Их общее ребро удале­
но от противоположной боковой грани на расстояние, рав­
ное т. Длина бокового ребра /. Найдите площадь боковой 
поверхности призмы.

94.6. 1) Основанием наклонного параллелепипеда А В С й А хВ хС,/), 
служит прямоугольник А В С Ь У стороны которого равны а 
и Ь. Боковое ребро А А Х равно с и составляет с плоскостью 
основания угол 45д, а с прилегающими сторонами основа­
ния АВ  и АО  равные острые углы. Найдите площадь боко­
вой поверхности параллелепипеда.
2) Основанием наклонной треугольной призмы А В С А ХВ ХСХ 
служит равнобедренный треугольник АВ С У у которого 
АВ =  АС  и ВС =  ау / - А ХА С =  ^ А ХА В < 9 0 ° .  Угол между 
равными боковыми гранями равен а. Длина бокового реб­
ра равна I. Найдите площадь боковой поверхности призмы.

94.7*. Основанием наклонной треугольной призмы А В С А ХВ ХСХ 
служит прямоугольный треугольник АВ С У у которого 
/_С =  90° и ВС =  а . Вершина В х проектируется на середину 
стороны ВС. Двугранный угол с ребром В В Х равен ср, бо­
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ковые ребра составляют с плоскостью основания угол а. 
Найдите площадь боковой поверхности призмы.

94.8*. Основанием наклонной треугольной призмы АВС АХВ ХСХ 
служит прямоугольный треугольник АВС ( А С  =  90°). 
Вершина В х проектируется в точку С. Боковое ребро рав­
н о / и  составляет с плоскостью основания угол ср. Дву­
гранный угол с ребром В В Х равен а. Найдите площадь бо­
ковой поверхности призмы.

§ 95. ПРАВИЛЬНАЯ ПИРАМИДА. ПЛОЩАДЬ ПОВЕРХНОСТИ

95.1. В правильной треугольной пирамиде сторона основания 
равна 4 см, а высота 6 см.
а) Найдите площадь поверхности пирамиды.
б) С помощью микрокалькулятора вычислите углы наклона 
боковых ребер и боковых граней к плоскости основания.

95.2. В правильной четырехугольной пирамиде сторона основа­
ния равна 5 см, а высота 7 см.
а) Найдите площадь поверхности пирамиды.
б) С помощью микрокалькулятора вычислите углы наклона 
боковых ребер и боковых граней к плоскости основания.

95.3. 1) В правильной треугольной пирамиде боковые грани на­
клонены к плоскости основания под углом 47°. Используя 
микрокалькулятор, найдите угол наклона боковых ребер 
к плоскости основания.
2) В правильной четырехугольной пирамиде боковые гра­
ни наклонены к плоскости основания под углом 60°. Рас­
стояние от центра основания до боковой грани равно 
2 см. Найдите площадь боковой поверхности пирамиды.

95.4. 1) В правильной четырехугольной пирамиде боковые ребра 
наклонены к плоскости основания под углом 72°. Исполь­
зуя микрокалькулятор, найдите угол наклона боковых 
граней к плоскости основания.
2) В правильной треугольной пирамиде боковые грани на­
клонены к плоскости основания под углом 45°. Расстояние 
от центра основания до боковой грани равно У(Г см. Най­
дите площадь боковой поверхности пирамиды.

95.5. 1) В правильной четырехугольной пирамиде боковые ребра 
наклонены к плоскости основания под углом 43°. Исполь­
зуя микрокалькулятор, найдите угол между смежными бо­
ковыми гранями пирамиды.
2) В правильной треугольной пирамиде плоский угол при 
вершине равен 60°. Высота пирамиды равна 4 см. Найди­
те площадь боковой поверхности пирамиды.

95.6. 1) В правильной треугольной пирамиде боковые ребра на­
клонены к плоскости основания под углом 56°. Используя 
микрокалькулятор, найдите угол между смежными боко­
выми гранями пирамиды.
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2) В правильной четырехугольной пирамиде плоский угол 
при вершине равен 60°. Высота пирамиды равна 
2 см. Найдите площадь боковой поверхности пирамиды.

§ 96. НЕПРАВИЛЬНАЯ ПИРАМИДА.
ПРАВИЛЬНАЯ УСЕЧЕННАЯ ПИРАМИДА

96.1. 1) В основании пирамиды лежит прямоугольный тре­
угольник с углом 30° и противолежащим ему катетом, 
равным 30 см. Боковые ребра наклонены к плоскости 
основания под углом 60°. Найдите высоту пирамиды.
2) В правильной четырехугольной усеченной пирамиде 
А В С 0А 1В 1С10 1 стороны оснований равны 10 и 6 см, А А О О х =  
=  45°. Найдите площадь боковой поверхности пирамиды.

96.2. 1) В основании пирамиды лежит прямоугольный треугольник 
с углом 60°. Боковые ребра пирамиды наклонены к плос­
кости основания под углом 45°. Высота пирамиды равна 
10 см. Найдите катет, лежащий против данного острого угла.
2) В правильной треугольной усеченной пирамиде АВСА1В1С1 
стороны оснований равны 4 и 6 см, ^.С,Су4 =  60°. Найдите 
площадь боковой поверхности пирамиды.

96.3. 1) В основании пирамиды лежит треугольник со стороной, 
равной а, и противолежащим ей углом 135°. Боковые реб­
ра пирамиды наклонены к плоскости основания под углом 
60°. Найдите высоту пирамиды.
2) В правильной треугольной усеченной пирамиде сторо­
ны оснований равны 6 и 3 см. Высота пирамиды равна

см. Найдите площадь боковой поверхности пирамиды.
96.4. 1) В основании пирамиды лежит треугольник с углом 150°. 

Боковые ребра пирамиды наклонены к плоскости основа­
ния под углом 30°, а высота пирамиды равна 6 см. Найди­
те сторону, лежащую против данного угла треугольника.
2) В правильной четырехугольной усеченной пирамиде
стороны оснований равны 10 и 8 см, а высота равна д/З  ̂ см. 
Найдите площадь боковой поверхности пирамиды.

96.5. 1) В основании пирамиды лежит равнобедренная трапе­
ция, у которой боковая сторона равна меньшему основа­
нию и равна а. Угол при большем основании трапеции ра ­
вен 60°. Боковые ребра пирамиды наклонены к плоскости 
основания под углом 45°. Найдите высоту пирамиды.
2) В правильной усеченной треугольной пирамиде сторо­
ны оснований равны 8 и 4 см. Через боковое ребро и сере­
дину противолежащей стороны верхнего основания прове­
дена плоскость. Площадь сечения равна 6 л/3 см2. Найди­
те площадь боковой поверхности пирамиды.

96.6. 1) В основании пирамиды лежит равнобедренная трапеция, 
у которой меньшее основание равно боковой стороне. Один
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из углов трапеции равен 120°. Боковые ребра пирамиды 
наклонены к плоскости основания под углом 30°. Найдите 
стороны основания, если высота пирамиды равна Л.
2) В правильной четырехугольной усеченной пирамиде 
площадь диагонального сечения равна 28^2" см2. Сторо­
ны оснований равны 10 и 4 см. Найдите площадь боковой 
поверхности пирамиды.

§ 97. МНОГОГРАННИКИ

97.1. 1) Боковое ребро и высота правильной четырехугольной 
пирамиды соответственно равны Уз? и 4 см. Найдите 
площадь боковой поверхности пирамиды.
2) В прямой призме А В С А ХВ ХСХ А В А С  =  30°, А А С В Х =  
=  90°, АВ =  8 см, СС, =  5 см. Найдите площадь боко­
вой поверхности призмы.

97.2. 1) Боковое ребро и высота правильной треугольной пира­
миды соответственно равны и д/(Г см. Найдите пло­
щадь боковой поверхности пирамиды.
2) В прямом параллелепипеде АВС ОАхВ хСхО х / -С АО  =  
=  45°, ^.у4ОС, =  90°, >4С =  8 с м , СС, =  4"\/1Г с м . Най­
дите площадь боковой поверхности параллелепипеда.

97.3. 1) Основанием пирамиды МАВСО служит квадрат со сторо­
ной 10 см. Ребро МВ  перпендикулярно плоскости основания. 
Грани МАО  и М С й  составляют с плоскостью основания 
угол 45°. Найдите площадь боковой поверхности пирамиды. 
2) В прямой призме А В С А 1В 1С1 АС =  В С = 1 0  см, 
/ -А В С  =  30°. Расстояние от вершины Сх до прямой АВ  рав­
но 13 см. Найдите площадь боковой поверхности призмы.

97.4. 1) Основанием тетраэдра ОАВС  служит равнобедренный 
прямоугольный треугольник, А. А СВ =  90°, АС =  ВС =  6 см. 
Ребро О В перпендикулярно плоскости основания. Грань 
АОС  составляет с плоскостью основания угол 60°. 
Найдите площадь боковой поверхности пирамиды.
2) В прямом параллелепипеде АВС О АхВ хСхО х основанием 
служит ромб, / ^ВАО =  60°. Высота параллелепипеда равна 
12 см. Расстояние от вершины Г), до прямой АС равно 13 см. 
Найдите площадь боковой поверхности параллелепипеда.

97.5. 1) В основании пирамиды ОАВС  лежит равнобедренный 
треугольник ЛВС, А С =  СВ =  а, ^ .Л С В = 1 2 0 о. Грани ОАС 
и ОАВ  перпендикулярны к плоскости основания, а грань 
ОВС составляет с ней угол 45°. Найдите площадь боковой 
поверхности пирамиды.
2) В прямой треугольной призме А В С А ХВ ХСХ А А С В  =  90°, 
АС =  ВС =  а . Прямая В ХС составляет с плоскостью грани 
А А ХВ ХВ угол 30°. Найдите площадь боковой поверхности 
призмы.
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97.6. 1) В основании пирамиды лежит ромб со стороной, равной 
а, и углом 60°. Боковые грани, проходящие через стороны 
острого угла ромба, перпендикулярны плоскости основа­
ния, а остальные две боковые грани наклонены к плоско­
сти основания под углом 60°. Найдите площадь боковой 
поверхности пирамиды.
2) В прямой треугольной призме А В С А ХВ ХСХ г^АСВ  =  90°, 
2-ВАС =  60°у АС =  а. Прямая А ХС составляет с плоскостью 
грани АА[ВХВ угол 45°. Найдите площадь боковой поверх­
ности призмы.

97.7*. В правильной четырехугольной пирамиде сторона основа­
ния равна а. Угол между смежными боковыми гранями ра­
вен 2а. Найдите площадь боковой поверхности пирамиды. 

97.8*. В правильной треугольной пирамиде сторона основания 
равна т. Угол между смежными боковыми гранями равен 
2ф. Найдите площадь боковой поверхности пирамиды.

ВЕКТОРЫ В ПРОСТРАНСТВЕ
$ 98. ПОНЯТИЕ ВЕКТОРА В ПРОСТРАНСТВЕ

98.1. 1) Диагонали параллелепипеда А В С 0 А 1В 1С10 1 пересека­
ются в точке О. Запишите векторы с началами и концами 
в вершинах параллелепипеда или в точке О, которые:
а) сонаправлены вектору ОА\
б) противоположно направлены вектору АВ\
в) равны вектору А ХВ.
2) Р и Т — середины ребер АВ  и ВО тетраэдра АВСО.  Есть 
ли среди векторов а, Ьу с пара коллинеарных (рис. 227)?

98.2. 1) В параллелепипеде АВС О А1В 1С1О х точки Р и К  — сере­
дины ребер СС, и СВ. Запишите векторы с началами и 
концами в вершинах параллелепипеда или в точках Р  и /С, 
которые:  ^
а) сонаправлены вектору СР\   ^
б) противоположно направлены вектору РК\
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в) равны вектору АС.
2) Точки Р  и Т — середины ребер АВ  и АС  тетраэдра 
АВСО.  Есть ли среди векторов а, Ь и с пары коллинеар­
ных векторов (рис. 228)?

98.3. 1) В правильной треугольной пирамиде ОАВС  точки Р, М, 
К , Т — середины соответственно ребер ОА, ВС, ВА, ОС. 
Запишите векторы с началами и концами в вершинах пи­
рамиды или точках Р, М, К  и Т, которые:
а) сонаправлены вектору АС\
б) противоположно направлены вектору Р/С;
в) равны вектору ТР.
2) Точки Р  и К лежат на ребрах В В Х и ССХ параллелепи­
педа А ВС О АхВ хСхО х. Е с т ь  л и  среди векторов а, Ь, с колли- 
неарные (рис. 229)?

98.4. 1) В правильной треугольной пирамиде ОАВС  точки /С, Р, 
М , Т — середины соответственно ребер ОС, ОВ, АС, ВА. 
Запишите векторы с началами и концами в вершинах пи­
рамиды или точках /С, Р, М и Т, которые:
а) сонаправлены вектору СВ\  ^
б) противоположно направлены вектору ТМ;
в) равны вектору РТ.
2) Точки М и К лежат на ребрах АВ  и В В Х параллелепи­
педа АВС О АхВ хСхО х. Есть ли среди векторов а, Ъ, ~с колли- 
неарные (рис. 230)?

98.5. 1) В правильной треугольной пирамиде ОАВС  точки Е, М, 
Т, К — середины соответственно ребер ОС, ОВ, ВА, АС.
а) Перечислите пары противоположно направленных век­
торов, не лежащих на одной прямой, с началами и конца­
ми в точках Е, М, Т, К .
б) Перечислите пары равных векторов с концами в точках 
Е, М, Т, К.
в) Перечислите векторы, имеющие равные длины, с кон­
цами в точках Е, М , Т, /(.
2) Точки /С, Н, М и Т — середины ребер параллелепипеда
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А В С 0 А 1В 1С10 1 (рис. 231). Есть ли среди векторов Н К , ЕР ,

МТ  пары коллинеарных?
98.6. 1) В правильной четырехугольной пирамиде Р А В С й  точки 

КУ М, Ту Е — середины соответственно ребер А В , РА , 
ЯС, ВС.
а) Перечислите пары сонаправленных векторов с концами 
в точках Ку Му Ту Е.
б) Перечислите пары равных векторов с концами в точках
Ку Му Ту В.
в) Перечислите векторы, имеющие равные длины, с кон­
цами в точках Ку Му Ту В.
2) Точки Ту Ку Ну Е — середины соответствующих ребер 
параллелепипеда А В С 0 А 1В 1С10 1 (рис. 232). Есть ли среди
векторов КТу РМу НЕ пары коллинеарных?

§ 99. СЛОЖЕНИЕ И ВЫЧИТАНИЕ ВЕКТОРОВ

99.1. 1) А ВС О АхВ хСхО х— параллелепипед. Упростите выра­
жение АС +  В В Х +  ВА + В ,В  +  В ,В ,- |-ВС .

2) Изобразите тетраэдр АВСО  и вектор, равный ВА — 

- В С  +  ЛВ.
99.2. 1) АВС О АхВ хСхО х— параллелепипед. Упростите выраже­

ние В хО х-\- СХС СХВ А С х-\- СА А хО х.

2) Изобразите тетраэдр АВСО  и вектор, равный ВС +  
+  С В - В Л .

99.3. 1) А ВС О АхВ хСхО х— параллелепипед. Упростите выраже­
ние в с ^ + в Д + в Д —1с Ж + с о + а в .

2) Изобразите тетраэдр АВСО  и вектор, равный ВЛ — 
- В В  —ВС.
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99.4. 1) АВС ОА1В 1С1й 1 —  параллелепипед. Упростите выраже­
ние ^ - 1 м + ^ + о л + ^ + с с ^
2) Изобразите тетраэдр АВСО  и вектор, равный ВС —
- ' в о - Ъ а .

99.5. 1) АВСОА1В 1СхО х— параллелепипед. Упростите выраже­
ние ЛС +  В ,/ ) ,— А А ! -|- ВС\ -|- О А ! — В О х.
2) Укажите вектор х, начало и конец которого являются
вершинами тетраэдра АВСО , если АС =  АВ  — х — СО.

99.6. 1) АВСОАхВ хСхО х — параллелепипед. Упростите выраже­
ние СХА Х — В О С С х-\-ОХА В ХС — О хВ.
2) Укажите вектор х 9 начало и конец которого являются 
вершинами тетраэдра АВСО , если СВ =  х —ЛС — О В . 

$ 100. УМНОЖЕНИЕ ВЕКТОРА НА ЧИСЛО

100.1. 1) Изобразите на рисунке взаимное расположение точек 
А, В и С, если: а) АВ =  ЗАС\ б) ЛВ =  — 2ЛС; в) ЛС =  ~  АВ.
2) Точка К не лежит в плоскости треугольника АВС  
(рис. 233). Точки В и Я — середины отрезков АВ  и ВС. Вы­
разите разность векторов КЕ и КР  через вектор АС.

100.2. 1) Изобразите взаимное расположение точек Л, В и С,
если: а) АС =  2АВ\  б) А В =  — ЗЛС; в) А С = ± А В .
2) Точка М не лежит в плоскости треугольника КРТ  
(рис. 234). Точки А и В — середины отрезков КР  и ТР. Вы­
разите разность векторов МК  и МТ  через вектор А В.

100.3. 1) Точка С лежит на отрезке АВ  и делит его в отношении 
2:3, считая от вершины А. Выразите:
а) вектор АС  через вектор АВ\
б) вектор СВ через вектор АВ\
в) вектор ВС  через вектор АС.
2) Диагонали параллелепипеда АВ С О А 1В 1С10 1 пересека­
ются в точке О. При каком значении к справедливо соот­
ношение А В - \ - В хС1-\-СО — кС1А ?
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100.4. 1) Точка А лежит на отрезке ВС и делит его в отношении 
4:3, считая от вершины В. Выразите:
а) вектор ВС через вектор АС;
б) вектор АВ  через вектор СА;
в) вектор СА через вектор ВС.
2) Диагонали параллелепипеда АВСОАхВ хСхО х пересека­
ются в точке О. При каком значении к справедливо соот­
ношение к(СО +  О А + А О )  =  А хС?

100.5. В тетраэдре ОАВС А О А С =  /-ОАВ,  основание высоты тетра­
эдра ОМ принадлежит ребру ВС, АВ =  6, АС =  3. Выразите:
а) вектор ВМ  через вектор МС;
б) вектор ВС через вектор СМ;
в) вектор АМ  через векторы АВ  и >4С.

100.6. В тетраэдре ЕОНР А Е Р Н  =  /-ЕРО,  основание высоты тетра­
эдра ЕК  принадлежит ребру ОН , ОР =  8, РН =  4. Выразите:
а) вектор ОК  через вектор КН;
б) вектор КН через вектор ОН;
в) вектор РН  через векторы РО и РК.

$ 101. КОМПЛАНАРНЫЕ ВЕКТОРЫ. РАЗЛОЖЕНИЕ ВЕКТОРА

101.1. 1) ВМ  — медиана треугольника ЛВС, О — произвольная 
точка пространства. Разложите вектор ВМ по векто­

рам О А =  ау ОВ =  Ь, ОС =  с.
2) Дан параллелепипед АВС О АхВ хСхО х. Медианы тре­
угольника ВВ,С пересекаются в точке М. Разложите век­

тор АМ  по векторам ЛЛ, =  а, АВ =  Ь, АО =  с.
101.2. 1) М — середина стороны АВ  параллелограмма АВСО , 

О — произвольная точка пространства. Разложите вектор

СМ по векторам О А =  а, ОВ =  Ь, ОС — с.
2) Дан параллелепипед АВС ОАхВ хСхО х. Медианы тре­
угольника А хО хСх пересекаются в точке К. Разложите

вектор В К по векторам В Л = а ,  В В Х =  Ь, ВС =  с.
101.3. 1) О — точка пересечения диагоналей параллелограмма 

АВС О , М — произвольная точка пространства. Разложите

вектор ОО по векторам МА =  а, МВ =  ЬУ МС =  с.
2) Дан параллелепипед АВС ОАхВ хСхО х. Медианы тре­
угольника у4/),С пересекаются в точке М. Разложите

вектор ВМ по векторам ВА =  а , В В Х =  Ь, ВС =  с.
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101.4. 1) К — середина медианы АЕ  треугольника АВС , М — 
произвольная точка пространства. Разложите вектор МК

по векторам МА =  а , МВ =  Ь, М С =  с.
2) Дан параллелепипед АВС ОАхВ хСхО х. Медианы тре­
угольника ВВС пересекаются в точке Р. Разложите век­

тор А ХР по векторам АО =  с , АВ =  Ь> А А х — а.
101.5. 1) В параллелепипеде АВС ОАхВ хСхО х точка М — середи­

на ребра А й 9 О — точка пересечения отрезков ВМ  и АС.
Разложите вектор В ,0  по векторам В ХА Ь В,В, В ХСХ.
2) В тетраэдре АВСО  точки М и Н — середины ребер АО  
и ВС. Докажите, что прямые АВ> НМ  и ОС параллельны 
одной плоскости.

101.6. 1) В параллелепипеде АВС О АхВ хСхО х точка Е — середина 
ребра В,С,, К — точка пересечения отрезков А ХЕ и В,/),.
Разложите вектор ВК  по векторам В А , В В Х, ВС.
2) В кубе АВС О АхВ хСхО х точки Е и Е — середины отрез­
ков ВО и С,С. Докажите, что прямые ВС,, ЕЕ и ОС парал­
лельны одной плоскости.

101.7*. В наклонной треугольной призме проведена плоскость, 
пересекающая три боковых ребра и параллельная основа­
ниям. Докажите, что точки пересечения медиан оснований 
и сечения лежат на одной прямой.

101.8*. В треугольной пирамиде проведены две плоскости, па­
раллельные основанию и пересекающие три боковых реб­
ра. Докажите, что точки пересечения медиан основания 
и полученных сечений лежат на одной прямой.

§ 102. ИТОГОВОЕ ПОВТОРЕНИЕ

102.1. В правильной треугольной призме АВ С А ХВ ХСХ АВ =  2 см, 
А А Х =  1 см.
1) Найдите площадь полной поверхности призмы.
2) Найдите площадь сечения призмы плоскостью А С В Х.
3) Найдите угол, который составляет прямая А В Х с плос­
костью АВС.
4) Найдите угол между плоскостями А В ХС и АВС.
5) Найдите длину вектора А А Х — ЛС +  2В1В — С,С.
6) Докажите, что прямая А ХСХ параллельна плоскости АВСХ.

102.2. В правильной четырехугольной пирамиде ЕАВСО ЕА =  
=  2 д/2" см, АВ =  2 см.
1) Найдите площадь полной поверхности пирамиды.
2) Найдите площадь сечения пирамиды плоскостью ЛЕС.
3) Найдите угол, который составляет прямая ЕС с плоско­
стью АВС.
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4) Найдите угол между плоскостями 5СО и АВС.
5) Найдите длину вектора ВЕ +  ЕС — /4В +  ОВ.
6) Докажите, что плоскости АЕС  и АВС  взаимно перпен­
дикулярны.

102.3. В прямой призме А В С А ХВ ХСХ А А В С  =  90°, А С А В  =  60°, 
АВ =  2 см, А А Х =  2Л/3 см.
1) Найдите площадь полной поверхности призмы.
2) Найдите площадь сечения призмы плоскостью А ХВС.
3) Найдите угол между плоскостями А ХВС и АВС.
4) Найдите угол между прямой СС, и плоскостью А ХВС.
5) Разложите вектор А ХМ по векторам А ХА, А ХВ , А ХС , если 
М — точка пересечения медиан треугольника АВС.
6) Найдите угол между плоскостями А А ХВ Х и А ХВС.

102.4. В пирамиде ОАВС  ребро >40 перпендикулярно основанию,
АО — 4~^3 см, АВ =  2 см, А А В С  =  90°, / . В А С  =  Ь0°,М —  
середина отрезка 0/4.
1) Найдите площадь боковой поверхности пирамиды.
2) Найдите площадь сечения пирамиды плоскостью ВМС.
3) Найдите угол между плоскостями МВС  и АВС.
4) Найдите угол, который составляет прямая ВО с плос­
костью ВМС.
5) Разложите вектор О 0  по векторам 0>4, /)В, ОС, если 
О — точка пересечения медиан треугольника АВС.
6) Найдите угол между плоскостями МВС  и >4ВО.

102.5. В прямой призме А В С А ХВ ХСХ Л С = 1 3  см, >45=14 см, 
ВС = 1 5  см, А А Х =  10 см. Точки М и Н — середины ребер 
>4/4, и В В Х соответственно.
1) Найдите площадь полной поверхности призмы.
2) Найдите площадь сечения призмы плоскостью МНС.
3) Найдите угол между плоскостями МНС  и АВС.
4) Найдите угол между прямой А А Х и плоскостью МНС.
5) Разложите вектор МК  по векторам А А Ь АС  и АВ,  если 
К — середина отрезка СН.
6) Постройте линию пересечения плоскостей МНС  и АВС.

102.6. В пирамиде ОАВС й А  =  й В  =  ЭС =  АС =  2 см, АВ =  ВС , 
А А В С  =  90°. Точки М и Н — середины ребер АО  и ОС 
соответственно.
1) Найдите площадь боковой поверхности пирамиды.
2) Найдите площадь сечения пирамиды плоскостью ВМН.
3) Найдите угол между плоскостями ВМН  и АВС.
4) Найдите угол между прямой ВО и плоскостью ВМН.
5) Разложите вектор МК  по векторам >40, >4В, >4С, если 
К — середина отрезка ВН.
6) Постройте линию пересечения плоскостей МВН  и АВС.
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МЕТОД КООРДИНАТ В ПРОСТРАНСТВЕ 
$ 103. КООРДИНАТЫ ТОЧКИ И КООРДИНАТЫ ВЕКТОРА

103.1. Точки А (2; 0; 0), В (0; 0; 0), С (0; 2; 0), В, (0; 0; 2) являются 
вершинами куба А ВС О АхВ хСхО х.
а) Найдите координаты точек Сх и й х.
б) Найдите координаты векторов СхО у А ХС, СхО — 2АХС.

в) Запишите разложение вектора р =  СхО х — 2АхС-\-ВОх
по координатным векторам 7, / и Л.

103.2. Точки М (2; 0; 0), Н (0; 0; 0), Р  (0; 4; 0), Нх (0; 0; 4) являются вер­
шинами прямоугольного параллелепипеда М НРКМХНХР ХК Х.
а) Найдите координаты точек М х и /С,.
б) Найдите координаты векторов Н хМ и Р М Х, Я,Л1-|-2РЛ11.

в) Запишите разложение вектора р =  Н хМ А ' 2 Р М х — Р хН
по координатным векторам /, / ,  й.

103.3. Точки А (2; 0; 0), В (0; 0; 0), С (0; 2; 0), В, (0; 0; 2) являются вер­
шинами призмы А В С А ХВ ХСЬ К — середина отрезка А ХСХ.
а) Найдите координаты точек С, и /С.
б) Найдите координаты векторов А А Ь ЛС,, А А х-\-АСх.

в) Запишите разложение вектора с =  В К — ^ А А Х— А С Х по

координатным векторам / ,  к.
103.4. Точки М (0; 0; 0), Р  (4; 4; 0), Н (0; 4; 0), М х (0; 0; 6) являются 

вершинами призмы МРНМХР ХНХ, Е — середина отрезка Р ХНХ.
а) Найдите координаты точек Р х и В.
б) Найдите координаты векторов Н Н Ь Р ХМ , ^  Н Н Х — Р ХМ.

в) Запишите разложение вектора а = ^ Н Н х — Р хМ - \ -Р М Х

по координатным векторам / ,  к .
103.5. Точки А (6; 0; 0), В (0; 6; 0), С (0; 0; 6), О (0; 0; 0) являются 

вершинами пирамиды ОАВС , ОМ  — высота пирамиды, 
ОК  — высота боковой грани АО С .
а) Найдите координаты точек К и М.
б) Разложите вектор р =  СК +  ̂ А С  — 20 М  по координат­

ным векторам / ,  к.
в) Докажите, что прямая, проходящая через точки В и 
Е (101; 101; 101), перпендикулярна плоскости АВС.

103.6. Точки Р (2; 2; 0), Н (0; 2; 0), К (0; 0; 2), М (0; 0; 0) являются 
вершинами пирамиды М Р Н К , МО  — высота пирамиды, 
МЕ  — высота боковой грани МРК.
а) Найдите координаты точек В и О.
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б) Разложите вектор Ъ = ^ М О  — 2РН-\-~РК по координат­

ным векторам 7, /', к.
в) Докажите, что прямая МТ  содержит высоту пирамиды, 
если точка Т имеет координаты (0; 0,1; 0,1).

§ <04. ПРИМЕНЕНИЕ МЕТОДА КООРДИНАТ К РЕШЕНИЮ ЗАДАЧ

104.1. Точки /4 ( — 1; 0; 1), В (5; 0; 1), С (2; З У З ;  1), 0 ( 2 ;  У З; 3) 
являются вершинами пирамиды ОАВС.
а) Докажите, что пирамида ОАВС  правильная.
б) Найдите координаты основания апофемы пирамиды, 
лежащей в грани ОАС.

104.2. Точки А (0; л/в; У в), В ( У в; У в; 0), С (У в;  0; У в), 
0 ( У 8 ;  У 8; У в )  являются вершинами тетраэдра ОАВС.
а) Докажите, что данный тетраэдр правильный.
б) Найдите координаты основания биссектрисы ОМ  гра­
ни ОАС.

104.3. Точки А (4; 0; 1), В (4; 4; 1), С (0; 0; 5), О ( — 1; 2; 0) являют­
ся вершинами пирамиды ОАВС.
а) Докажите, что все боковые ребра пирамиды составля­
ют равные углы с плоскостью основания.
б) Определите вид треугольника АВС.  Найдите координа­
ты основания высоты пирамиды.

104.4. В основании пирамиды с вершиной ^  ( — 1; 2; — 1) лежит 
ромб. Точки М (0; 0; 4), Н (0; 4; 4), К (4; 4; 0), Р (4; 0; 0) яв­
ляются основаниями высот боковых граней.
а) Докажите, что все боковые грани пирамиды составля­
ют равные углы с плоскостью основания.
б) Найдите координаты основания высоты пирамиды.

104.5. В пирамиде ОАВС  ребро АО  является ее высотой, 
А С =  18, А В =  12, АО =  5, А С А В  =  90°.
а) Найдите длину медианы ОМ  грани ВОС.
б) Найдите расстояние от вершины пирамиды до точки 
пересечения медиан основания.

104.6. В пирамиде ЕАВСО  ребро ЕА является ее высотой. Четы­
рехугольник АВСО  — трапеция, >40 =  6, АВ=14> АЕ =
=  УТ2, А  САВ == А  САй  =  45°.
а) Найдите длину медианы ЕМ грани ЕВС.
б) Найдите расстояние от вершины А до точки пересече­
ния медиан грани ЕОС.

104.7*. 1) В основании прямой призмы АВСА1В 1С1 лежит треуголь­
ник с прямым углом А. Точки К  и Е — середины ребер 
А 1В 1 и А С соответственно, М является точкой пересечения 
диагоналей грани А А ХВ ХВ. Точка Р  делит отрезок С,С в 
отношении 2:1, считая от вершины С. Используя метод ко­
ординат, докажите, что прямые КЕ и М Р  скрещиваются.
2) Решите уравнение Л1(х— — 1^+2* =  1.
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104.8*. 1) В кубе АВ С О А хВ хСхО х точки Р и М являются середи­
нами ребер Л Л , и В,С, соответственно. Точка Е лежит на 
ребре ОС, а точка К — на ребре СС,, ОВ:ВС =  2:1, 
С,/С:/СС= 1:2. Используя метод координат, докажите, что 
точка К не лежит в плоскости РМЕ.
2) Укажите в пространственной системе координат все реше­
ния уравнения Д/^ +  ̂ /2+ ( 2:— I)2 +Л/(^с— 1)2 +  г/2 +  ̂ 2 =д/2~.

§ 105. СКАЛЯРНОЕ ПРОИЗВЕДЕНИЕ ВЕКТОРОВ
105.1. 1) Длина ребра куба АВСОАхВ хСхОх равна 2. Вычислите ска­

лярное произведение векторов: а) Л В, и СС,; б) ЛВ, и СО,. 
2) Точки А (3; — 1; 1), В (1; — 1,3), С (3; 1; — 1) являются 
вершинами треугольника. Найдите угол АВС.

105.2. 1) В правильной четырехугольной пирамиде ЕАВСО все реб­
ра равны 2, О — точка пересечения диагоналей основания. 
Вычислите скалярное произведение векторов:
а) ВЕ  и СО; б) ЕО и СО.
2) Даны вершины треугольника: А ( — 1; —2; 4), В ( —4; —2; 0), 
С(3; —2; 1). Найдите угол треугольника при вершине А.

105.3. 1) В кубе у4В С 0у4,В,С,0, длина ребра равна д/2\ Вычис­
лите скалярное произведение векторов:
а) СО, и С,Л,; б) ОВ, и >4,0,.

2) Точки А (1; 1; 5), В(4; 7; 5), С(8; 5; 5), 0 ( 5 ;  - 1 ;  5) яв­
ляются вершинами прямоугольника АВСО.  Найдите боль­
ший угол между диагоналями прямоугольника.

105.4. 1) В правильном тетраэдре ОАВС точки М, Ыу К, Р — сере­
дины ребер ОС, ВС, ЛВ, ОВ соответственно. Ребро тетраэд­
ра равно 4. Вычислите скалярное произведение векторов:
а ) М и  ~РК\ б) ЛВ и ОС.
2) Точки Л (14; - 8 ;  - 1 ) ,  В (7; 3; - 1 ) ,  С ( - 6 ;  4; - 1 ) ,  
0 ( 1 ;  —7; — 1) являются вершинами ромба АВСО.  Найди­
те острый угол ромба.

105.5. 1) Дан правильный тетраэдр ОАВС  с ребром, равным 
д/з\ Точка М является серединой отрезка АС.  Вычислите
скалярное произведение векторов ВО и МВ.
2) На оси аппликат найдите точки, из которых отрезок ВС 
виден под острым углом, если В ( — 10; 7; 9), С (2; 6; —4).

105.6. 1) Все ребра правильной пирамиды Е АВ С б  равны 2. Вы­
числите скалярное произведение векторов ВО и ОВ.
2) Даны точки Л (7; 3; 9), В (  —4; 5; —3) и точка С, при­
надлежащая оси абсцисс. Найдите все возможные значе­
ния координат точки С, если известно, что угол Л СВ не яв­
ляется острым.
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105.7*. 1) Пусть 5  — площадь треугольника АВС.  Докажите, что

з = ^ а в 2-а Е2- ( а в -а с )2.
2) Используя скалярное произведение векторов, найдите 
наибольшее значение выражения

У $ т 2 х + 0 ,5  -(-Vе082 * —0,5 -(-УО-5*
При каком х  достигается это значение?

105.8*. 1) Докажите, что площадь параллелограмма А В С й  рав­

на Л1а в 2-а о 2- ( а В ' а2 >)2.
2) Используя скалярное произведение векторов, найдите
наибольшее значение суммы л / 1 + х  +  У1 — х  +  1. При ка ­
ком х  это значение суммы достигается?

§ 106. СВОЙСТВА СКАЛЯРНОГО ПРОИЗВЕДЕНИЯ ВЕКТОРОВ
106.1. 1) Вычислите угол между векторами а =  Зт-\-2к  и

Ь =  т-\-Ьку где т и к — единичные взаимно перпендику­
лярные векторы.
2) А В С й  — правильный тетраэдр. Упростите выражение
( ^  +  ̂ ) - ( А В - ^ )  +  А О - ( Л С - ^ ) и

106.2. 1) Вычислите угол между векторами к=л[Ъ  а +  6 и т =
=  2а +  2У3^6, где а и Ь — единичные взаимно перпенди­
кулярные векторы.
2) В пирамиде НРМКЕ  все ребра равны. Упростите выра­

жение ( Р Н - т ) ( Т н  +  Ш ) + Ш ( Ш + ^ Е ) -
106.3. 1) Угол между векторами а и с равен углу между векто­

рами Ь и а и равен 60°, ЬА-С. Вычислите скалярное про­
изведение (а — 2е)-(6 +  с), если \а\ =  \Ь\ =  \ с \ = х .
2) В тетраэдре ВАСЬ А В О С =  / А В О А =  А О С А = 9 0 ° У
ВС=3,  >4С=4. Найдите сумму Л В -Л С + В С -В Л + С Л -С В .

106.4. 1) Векторы а, Ь и с попарно перпендикулярны. Вычислите
скалярное произведение (а +  26)-(3а — е), если \ а \ = у .
2) В пирамиде РНКМ  ребро РМ является высотой,
А Р К Н  =  90°. Найдите сумму ^ - М К + # К - Я М  +  
+  К М - К Н , если М /С=6, КН =  8.

106.5. 1) Даны три вектора а, Ь и с, удовлетворяющие условию 
а — Ь — с =  0, \а\ = 3 ,  \Ь\ = 4 ,  |с |  = 5 .  Вычислите 6 - с —а - 6 — 
— с •а.
2) Докажите, что, каковы бы ни были четыре точки про­
странства А, В, С, В, имеет место равенство Л В-СВ +  
+  Л С -П Й + А О -В С  =  0.
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106.6. 1) Даны три вектора а, Ь и с, удовлетворяющие условию 
а+2> +  с =  0, |а |  =  1, |6 | = 4 ,  | с | = 5 .  Вычислите а-Ь +  
+  6 - с-(-с-а .
2) Докажите, что для любого тетраэдра с вершинами в 
точках А, В, С, Д выполняется равенство ВС-ОА +
+  в о - л с + л в - о с = о .

106.7*. 1) Даны три вектора а, Ь и с. Докажите, что 
вектор ( Ь -с ) -а — ( а ‘ С)'Ь перпендикулярен вектору с.

2) А В С й  — тетраэдр. Докажите, что А В ' С й = ( А й 2-\-

+ д ^ 2- 1 с 2- д о 2).
106.8*. 1) Даны три вектора а, Ь, с. Известно, что а А. с. Дока-

-? , -  (а-Ь) -жите, что вектор о +  с — г а перпендикулярен век­

тору а.
2) А В С й  — тетраэдр. Докажите, что А С - В 0 = ^ ( А 0 2 —

- а в 2) + 1 ( в ^ 2- с о 2).

§ 107. РЕШЕНИЕ ЗАДАЧ С ИСПОЛЬЗОВАНИЕМ 
СКАЛЯРНОГО ПРОИЗВЕДЕНИЯ ВЕКТОРОВ

107.1. 1) Дан куб АВС ОАхВ хСхО х. Найдите угол между прямыми 
ЛВ, и В/С, где К  — середина ВО,.
2) Докажите, что в правильном тетраэдре скрещивающие­
ся ребра взаимно перпендикулярны.

107.2. 1) Дан куб ЛВСВЛ,В,С,В,. Найдите угол между прямыми 
АС  и ВС,.
2) Докажите, что в правильной четырехугольной пирами­
де диагональ основания перпендикулярна боковому реб­
ру, не пересекающему ее.

107.3. 1) Дан прямоугольный параллелепипед ЛВСВЛ,В,С,В,, 
основанием которого служит квадрат со стороной а. Най­
дите угол между прямыми С,В и Л,С, если боковое ребро 
равно 2а.
2) Докажите, что в правильной четырехугольной пирами­
де ЕАВСО  прямая, проходящая через основание высоты 
пирамиды и точку пересечения медиан грани ЕАВ , пер­
пендикулярна прямой АВ.

107.4. 1) В прямоугольном параллелепипеде АВС О АхВ хСхО х реб­
ра ЛВ, ЛВ, ЛЛ, соответственно равны а, 2а, За. Найди­
те угол между прямыми ВВ и ЛВ,.
2) Докажите, что в правильной треугольной пирамиде 
ОАВС  прямая, проходящая через вершину А и точку пере­
сечения медиан грани ВВС, перпендикулярна прямой ВС.
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107.5. 1) В правильной треугольной призме А В С А ХВ ХСХ А А ] =  
= - ^ = А В .  Найдите угол между прямыми А В Х и ВС{.

2) Докажите, что если в треугольной пирамиде проекция 
вершины пирамиды на противолежащую грань лежит на 
высоте грани, то два ребра пирамиды взаимно перпенди­
кулярны.

107.6. 1) В прямой призме А В С А ХВ ХСХ АВ =  В С =  1, >4>4,=д/(Г,
ВАС  =  30°. Найдите углы между прямыми ЛС, и А ХВ. 

2) Докажите, что если в четырехугольной пирамиде про­
екция одной из вершин основания на диагональное сече­
ние лежит на высоте этого сечения, проведенной к диаго­
нали основания, то одно из боковых ребер пирамиды пер­
пендикулярно этой диагонали.

107.7*. 1) Найдите расстояние от точки >4(10; 0; 0) до прямой, 
проходящей через точки В (0; 0; 0), С (8; 6; 0).
2) Три ребра прямоугольного параллелепипеда «видны» 
из точки пересечения его диагоналей под углами а, р, у. 
Докажите, что соз а +  соз р +  с о з  у =  1.

107.8*. 1) Точки >4 (1; 0; 0), С (4; 3; 0), В (0; 5; 0) являются верши­
нами треугольника. Найдите высоту ВН.
2) Из точки пересечения диагоналей прямоугольного па­
раллелепипеда диагонали граней, выходящие из одной 
вершины, видны под углами а, р, у . Докажите, что 
соз а +  соз р +  соз у =  — 1.

§ 108. ДВИЖЕНИЯ

108.1. 1) Найдите координаты точек, в которые переходит точка 
А (100; 200; 1) при:
а) центральной симметрии относительно начала коор­
динат;
б) зеркальной симметрии относительно плоскости Оху. 
2) Докажите, что при движении треугольник отображает­
ся на равный ему треугольник.

108.2. 1) Найдите координаты точек, в которые переходит точка 
В(0,01; 0,02; — 1) при:
а) осевой симметрии относительно оси Ог\
б) параллельном переносе на вектор /?{0,09; 0,08; 1}.
2) Докажите, что при движении угол отображается на 
равный ему угол.

108.3. 1) а) Докажите, что точки >4 (1; 2; 3) и В ( — 1; —2; —3) сим­
метричны относительно начала координат.
б) Докажите, что точки В (3; —4; 5) и С (3; 4; 5) симмет­
ричны относительно плоскости Охг.
2) Докажите, что при движении двугранный угол отобра­
жается на равный ему двугранный угол.

108.4. 1) а) Пусть при параллельном переносе на вектор р точ­
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ка А (1; 2; 3) переходит в В (4; 5; 6). Найдите координаты р.
б) Докажите, что точки А (5; 6; 7) и В (  — 5; 6; —7) сим­
метричны относительно оси Оу.
2) Докажите, что при движении прямая и плоскость, со­
ставляющие угол ф, отображаются на прямую и плос­
кость, составляющие угол ф.

108.5. 1) Прямая а содержит биссектрису угла, образованного 
координатными осями Ох  и Оу . Найдите координаты точ­
ки А ь в которую переходит точка >4(10; 20; 0) при осевой 
симметрии относительно прямой а.
2) Является ли движением отображение пространства на 
себя, при котором любая точка с координатами (дг, у\ г) 
переходит в точку с координатами (2г, 2у\ 2г )?

108.6. 1) Плоскость а содержит ось Ох  и биссектрису угла, об­
разованного осями Ог и Оу . Найдите координаты точки, 
в которую переходит точка В ( 0; 20; 10) при зеркальной 
симметрии относительно плоскости а.
2) Является ли движением отображение пространства на 
себя, при котором любая точка с координатами (х; у\ г) 
переходит в точку ( х — 5; у +  3; 2 — 7)?

§ 109. ПРИМЕНЕНИЕ ДВИЖЕНИЙ ПРОСТРАНСТВА К РЕШЕНИЮ ЗАДАЧ
109.1. 1) Докажите, что при движении прямая, перпендикуляр­

ная плоскости, отображается на прямую, перпендикуляр­
ную плоскости.
2) Исходя из доказанного в задаче 1, докажите, что если 
одна из двух параллельных прямых перпендикулярна 
плоскости, то и другая перпендикулярна этой плоскости.

109.2. 1) Докажите, что при движении плоскость, перпендику­
лярная прямой, отображается на плоскость, перпендику­
лярную прямой.
2) Исходя из доказанного в задаче 1, докажите, что если 
одна из двух параллельных плоскостей перпендикулярна 
прямой, то и другая плоскость перпендикулярна этой 
прямой.

109.3. 1) Докажите, что прямая, содержащая высоту правиль­
ной четырехугольной пирамиды, является ее осью сим­
метрии.
2) Исходя из доказанного в задаче 1, докажите, что любое 
сечение правильной четырехугольной пирамиды, содержа­
щее ее высоту, является равнобедренным треугольником.

109.4. 1) Докажите, что прямая, содержащая точки пересечения 
диагоналей противоположных граней прямоугольного па­
раллелепипеда, является его осью симметрии.
2) Исходя из доказанного в задаче 1, докажите, что любое 
сечение прямоугольного параллелепипеда плоскостью, со­
держащей точки пересечения диагоналей противополож­
ных граней, является прямоугольником.
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109.5. 1) Докажите, что прямая, содержащая середины противо­
положных ребер правильного тетраэдра, является его осью 
симметрии.
2) Исходя из доказанного в задаче 1, докажите, что каж ­
дая плоскость, проведенная через середины противо­
положных ребер правильного тетраэдра, делит этот тетра­
эдр на две равные части.

109.6. 1) Докажите, что точка пересечения диагоналей паралле­
лепипеда является его центром симметрии.
2) Исходя из доказанного в задаче 1, докажите, что каж ­
дая плоскость, проведенная через точку пересечения диа­
гоналей параллелепипеда, делит его на две равные части.

ЦИЛИНДР. КОНУС. ШАР 
§ 110. ЦИЛИНДР

110.1. 1) Радиус основания цилиндра в 3 раза меньше высоты, 
а площадь полной поверхности равна 288л см2. Найдите 
размеры цилиндра.
2) Диагональ сечения цилиндра, параллельного его оси, 
равна 9 см и наклонена к плоскости основания под углом 
60°. Найдите площадь полной поверхности цилиндра, если 
в основании цилиндра отсекается дуга в 120°.

110.2. 1) Площадь боковой поверхности цилиндра вдвое больше 
площади основания, а площадь полной поверхности 
500л см2. Найдите размеры цилиндра.
2) Сечение цилиндра плоскостью, параллельной его оси,
удалено от нее на см. Найдите площадь полной по­
верхности цилиндра, если площадь сечения равна 8 см2 
и отсекает от окружности основания дугу в 60°.

110.3. 1) Разверткой боковой поверхности цилиндра служит 
прямоугольник АВСО , АС =  4 см, А С А й  =  30°. Найдите 
площадь полной поверхности цилиндра, если его высота 
равна СО.
2) Прямая, пересекающая основания цилиндра в точках, 
лежащих на окружности оснований, наклонена к ним под 
углом 60° и удалена от оси на 5 см. Найдите высоту ци­
линдра, если радиус основания равен 13 см.

110.4. 1) Разверткой боковой поверхности цилиндра служит 
прямоугольник АВСО , ЛС =  8 см, / -С А О  =  30°. Найдите 
площадь полной поверхности цилиндра, если его высота 
равна АО.
2) Две точки, лежащие на окружностях разных оснований 
цилиндра, соединены отрезком. Найдите его длину, если 
радиус основания и высота цилиндра равны 10 и 17 см со­
ответственно, а расстояние от оси цилиндра до отрезка 4 см.

110.5. 1) Плоскости двух сечений цилиндра, проходящих через 
одну образующую, образуют угол 60°. Найдите площадь
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боковой поверхности цилиндра, если площади сечений 
равны 11 и 13 см2.
2) Плоскость пересекает основания цилиндра по хордам, 
равным 6 и 8 см, расстояние между которыми 9 см. Най­
дите площадь поверхности цилиндра, если радиус основа­
ния равен 5 см и плоскость пересекает ось цилиндра во 
внутренней его точке.

110.6. 1) Плоскости двух сечений цилиндра А А ХСХС и А А ХВ ХВ 
проходят через одну образующую А А Х, их площади равны 
по 10 Уб" см2. Найдите площадь боковой поверхности ци­
линдра, если площадь сечения ССХВ ХВ равна 40 см2.
2) Вершины квадрата принадлежат окружностям верхне­
го и нижнего оснований цилиндра. Найдите площадь по­
верхности, если радиус основания цилиндра равен 7 см, 
сторона квадрата 10 см и плоскость квадрата пересекает 
ось цилиндра.

$ 111. КОНУС. УСЕЧЕННЫЙ КОНУС

111.1. 1) Осевое сечение конуса — равнобедренный прямоуголь­
ный треугольник с гипотенузой 12 см. Найдите площадь 
полной поверхности конуса.
2) Найдите площадь полной поверхности усеченного кону­
са, если площади его оснований 25л и 64л см2, а площадь 
осевого сечения 52 см2.

111.2. 1) Осевое сечение конуса — равнобедренный треугольник 
с углом 120° и равными сторонами по 16 см. Найдите пло­
щадь полной поверхности конуса.
2) Найдите площадь полной поверхности усеченного кону­
са, если он образован вращением прямоугольной трапе­
ции с основаниями 13 и 18 см вокруг меньшей стороны, 
равной 12 см.

111.3. 1) Осевое сечение конуса — прямоугольный треугольник, 
периметр которого равен 16(2 +  У 2 )  см. Найдите пло­
щадь полной поверхности этого конуса.
2) Найдите радиусы оснований усеченного конуса, если 
его боковая поверхность равна 208л см2, образующая 
13 см, а высота 5 см.

111.4. 1) Осевое сечение конуса — треугольник, площадь кото­
рого равна 16 "\/з” см2, а один из углов 120°. Найдите пло­
щадь полной поверхности этого конуса.
2) Образующая усеченного конуса равна 8 см и наклоне­
на к плоскости основания под углом 60°. Диагональ осево­
го сечения делит этот угол пополам. Найдите площадь 
полной поверхности усеченного конуса.

111.5. 1) Найдите площадь полной поверхности конуса, если пе­
риметр его осевого сечения равен 16 см, а угол развертки 
боковой поверхности 120°.
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2) Определите, в каком отношении делит высоту конуса 
плоскость, параллельная основанию, если полученные 
меньший конус и усеченный конус имеют равные площади 
полных поверхностей, а образующая и радиус основания 
исходного конуса равны 16 и 10 см соответственно.

111.6. 1) Найдите площадь полной поверхности конуса, если 
площадь осевого сечения равна 48 см2, а угол развертки 
боковой поверхности равен 216°.
2) Определите, в каком отношении делит высоту конуса 
плоскость, параллельная основанию, если площадь поверх­
ности отсеченного конуса равна половине площади по­
верхности всего конуса, а радиус основания и образую­
щая исходного конуса равны 2 и 6 см соответственно.

111.7*. 1) А А Ь В В Ь СС,, О О ,— образующие цилиндра. По­
стройте точку пересечения прямой О/), и плоскости, про­
ходящей через данные точки М, /С, Р, принадлежащие со­
ответственно образующим А А Ь В В Ь СС,.
2) Конус катится по плоскости вокруг неподвижной вер­
шины. Найдите площадь поверхности, описываемой высо­
той, если образующая конуса равна С, а высота Я.

111.8*. 1) 0>4, ОВу ОС, ОО — образующие конуса. Постройте 
точку пересечения прямой ОО и плоскости, проходящей 
через данные точки М, Ту /С, принадлежащие соответст­
венно образующим 0>4, ОВ, ОС.
2) Шесть одинаковых конусов уложены на плоскости так, 
что соприкасаются вершинами и между ними не имеется 
просветов. Найдите величину угла при вершине осевого 
сечения конуса.

$ 112. ПЛОЩАДЬ ПОВЕРХНОСТИ ТЕЛ ВРАЩЕНИЯ

112.1. Прямоугольный треугольник с катетом 8 см и приле­
жащим к нему углом 30° вращается вокруг прямой, со­
держащей гипотенузу. Найдите площадь поверхности по­
лученного тела.

112.2. Равнобедренный треугольник, у которого боковые сто­
роны равны по 4 см, а один из углов 120°, вращается во­
круг прямой, содержащей большую сторону. Найдите пло­
щадь поверхности полученного тела.

112.3. В равнобедренной трапеции основания равны 14 и 50 см, 
а диагональ 40 см. Эта трапеция вращается вокруг пря­
мой, содержащей меньшее основание трапеции. Найдите 
площадь поверхности полученного тела.

112.4. Диагонали ромба равны 6 и 8 см. Этот ромб вращается 
вокруг прямой, содержащей одну из его сторон. Найдите 
площадь поверхности полученного тела.

112.5. Треугольник со сторонами 25, 17 и 28 см вращается во­
круг прямой, параллельной меньшей стороне и удаленной 
от нее на 20 см. Найдите площадь поверхности полученно-
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го тела, если ось вращения и вершина, противолежащая 
меньшей стороне, лежат по разные стороны от прямой, со­
держащей эту сторону.

112.6. Треугольник со сторонами 13, 14 и 15 см вращается вокруг 
прямой, параллельной меньшей стороне и удаленной от нее 
на 16 см. Найдите площадь поверхности полученного тела, 
если вершина, противолежащая меньшей стороне, лежит 
между осью вращения и прямой, содержащей эту сторону.

§ 113. УРАВНЕНИЕ СФЕРЫ. ВЗАИМНОЕ РАСПОЛОЖЕНИЕ 
СФЕРЫ И ПЛОСКОСТИ

113.1. 1) Точка А (0; д/1Г) лежит на сфере с центром О (3; 0; 0).
а) Запишите уравнения сферы.
б) Принадлежат ли этой сфере точки с координатами 
(5; 0; 2 У З ) ,  (4; - 1 ;  0)?
2) Вершины прямоугольного треугольника с гипотенузой 
24 см лежат в сфере. Найдите радиус сферы, если расстоя­
ние от центра сферы до плоскости треугольника равно 5 см.

113.2. 1) Центр сферы имеет координаты (0; 0; 4). Сфера прохо­
дит через точку (2Л/2; 0; 5).
а) Запишите уравнение сферы.
б) Принадлежат ли сфере точки с координатами (3; 1; 5), 
(0; Л/Ь; 6)?
2) Все стороны квадрата, равные по 10 см, касаются сфе­
ры. Найдите радиус сферы, если расстояние от центра 
сферы до плоскости квадрата равно 12 см.

113.3. 1) Даны точки А (  — 3; 1,5; —2) и В ( 3; —2,5; 2). Отрезок 
АВ  является диаметром сферы.
а) Запишите уравнение сферы.
б) Принадлежат ли сфере точки с координатами 
0 / 7 ;  - 1 , 5 ;  3), (3; 2,5; 1)?
2) Сторона треугольника, лежащая против угла в 60°, 
равна 3 д/З  ̂см. Вершины треугольника принадлежат сфере. 
Найдите расстояние от центра сферы до плоскости тре­
угольника, если радиус сферы равен 5 см.

113.4. 1) Точки С (1; — 1,5; 3) и О ( — 1; 2,5; —3) лежат на сфере. 
Центр сферы принадлежит отрезку СО.
а) Запишите уравнение сферы.
б) Принадлежат ли сфере точки с координатами (3; — 1,5; д/7~), 
(1; 2,5; 3)?
2) Стороны ромба равны 16Д/^ см, а угол 60°. Все сторо­
ны ромба касаются сферы радиусом 15 сМ. Найдите рас­
стояние от центра сферы до плоскости ромба.

113.5. 1) Даны сфера х?-\-у2 +  22 =  25 и плоскость, проходящая

130

через точки (0; 8; 0), ^0; 0; параллельно оси Ох.



Пересекает ли эта плоскость сферу? В случае пересечения 
найдите длину линии пересечения.
2) Вершины треугольника принадлежат сфере, а стороны 
удалены от центра сферы на 25 см. Найдите площадь треуголь­
ника, если его плоскость удалена от центра сферы на 24 см.

113.6. 1) Плоскость а, параллельная оси Ог , пересекает плос­
кость Оху  по прямой а . Прямая а в плоскости Оху  имеет 
уравнение у =  6л/2 — х. Пересечет ли плоскость а сферу 
хг +  у2 +  ̂ = Ю 0 ?  В случае пересечения найдите длину этой 
линии.
2) Периметр треугольника равен 72 уЗ см, его стороны 
касаются сферы. Найдите расстояние от центра сферы до 
плоскости треугольника, если вершины треугольника уда­
лены от центра сферы на 26 см.

113.7*. 1) Имеют ли общие точки шары, ограниченные сферами 
х* +  у* +  2 ? = 2 х + 4 у - 6 г + 1 1 ,  х ? + у 2+ г*  — 8у +  6 г =  —21? 
2) Точка О лежит на диагонали АС Х куба АВС О АхВ хСхО х 
и делит ее в отношении 1 :3, считая от точки А. Выясните 
взаимное расположение сферы с центром в точке О и р а ­
диусом 15 см и граней куба, если ребро равно 40 см. В тех 
случаях, когда они пересекаются, найдите радиус сечения.

113.8*. 1) Имеют ли общие точки шары, ограниченные сферами 
х2 +  у 2 +  г 2 =  2 х - 6 г  +  6, дс2 +  4х +  г/2 +  г2 =  6«/ -(- 8г — 4? 
2) Центр сферы лежит на диагонали АС  грани куба 
АВ С О А хВ хСхО х с ребром 20 см и делит ее в отношении 
1 :4, считая от точки А. Выясните взаимное расположение 
граней куба и сферы, если ее радиус 6 см. В тех случаях, 
когда они пересекаются, найдите радиус сечения.

§ 114. СФЕРА
114.1. 1) Сечение шара плоскостью, удаленной от его центра на 

12 см, имеет площадь 25я см2. Определите площадь поверх­
ности шара.
2) Плоскость пересекает сферу. Диаметр сферы, прове­
денный в одну из точек линии пересечения, имеет длину 
4Л[2 дм и составляет с плоскостью угол 45°. Найдите дли­
ну линии пересечения.

114.2. 1) Линия пересечения сферы и плоскости, удаленной от 
центра сферы на 8 см, имеет длину 12л см. Найдите пло­
щадь поверхности сферы.
2) Плоскость пересекает шар. Диаметр, проведенный в 
одну из точек линии пересечения, составляет с плоскостью 
угол 45°. Найдите площадь сечения, если диаметр шара 
равен 4У З  СМ.

114.3. 1) Сечения шара двумя параллельными плоскостями, 
между которыми лежит центр шара, имеют площади 144л 
и 25л см2. Найдите площадь поверхности шара, если рас-
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стояние между параллельными плоскостями равно 17 см. 
2) Через точку, не лежащую на сфере, проведены две 
плоскости, касающиеся сферы. Найдите расстояние от 
центра сферы до линии пересечения плоскостей, если угол 
между плоскостями 60°, а площадь сферы 32л см2.

114.4. 1) Сечения сферы двумя параллельными плоскостями 
имеют длины 10л и 24л см. Найдите площадь поверхности 
сферы, если расстояние между плоскостями равно 7 см 
и центры сечений лежат на одном радиусе.
2) Через точку на поверхности шара проведены две плос­
кости, пересекающие его. Обе плоскости удалены от цент­
ра сферы на расстояние 2 см, угол между ними равен 
60°. Найдите площади получившихся сечений.

114.5. 1) Радиус сферы разделен на три равные части и через 
точки деления проведены перпендикулярные радиусу 
плоскости. Разность длин получившихся сечений равна 
6 ( 2 ^ —Д/5) л см. Найдите площадь поверхности сферы. 
2) Два взаимно перпендикулярных сечения шара имеют 
общую хорду длиной 12 см. Зная, что площади этих сече­
ний 100л см2 и 64л см2, найдите радиус шара.

114.6. 1) Диаметр шара разделен на три части в отношении 
1 :3 :2  и через точки деления проведены перпендикуляр­
ные ему плоскости. Найдите площадь поверхности шара, 
если сумма площадей сечений равна 52л см2.
2) Площадь большого круга шара равна 50л см2. Два вза­
имно перпендикулярных сечения шара имеют общую хор­
ду длиной 6 см. Найдите расстояние от центра шара до 
плоскостей сечения, если площадь одного из них 25л см2.

§ 115. КОМБИНАЦИИ ГЕОМЕТРИЧЕСКИХ ТЕЛ
115.1. 1) Осевое сечение конуса — правильный треугольник. 

В этот конус вписана сфера. Найдите ее площадь, если 
образующая конуса равна 3 см.
2) Вокруг правильной четырехугольной призмы описан ци­
линдр. Найдите площадь его боковой поверхности, если вы­
сота призмы равна 24 см, а диагональ боковой грани 26 см.

115.2. 1) Осевое сечение конуса — правильный треугольник, во­
круг конуса описана сфера. Найдите ее площадь, если ра­
диус основания конуса равен 2Л/3 см.
2) В правильную четырехугольную призму вписан ци­
линдр. Найдите площадь его боковой поверхности, если 
диагональ основания призмы равна 4 см> а диагональ 
боковой грани 5 см.

115.3. 1) Вокруг правильной четырехугольной пирамиды описа­
на сфера. Найдите ее площадь, если сторона основания
равна 4 ^  см, а боковые ребра наклонены к плоскости 
основания под углом 60°.
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2) Сторона основания правильной треугольной пирамиды 
равна 4Л/3 см, а боковое ребро наклонено к основанию 
под углом 45°. Найдите площадь боковой поверхности 
вписанного в пирамиду конуса.

115.4. 1) Диагональ основания правильной четырехугольной пи­
рамиды равна 4Д/(Г см, а боковые грани наклонены к 
плоскости основания под углом 60°. Найдите площадь 
вписанной в пирамиду сферы.
2) Сторона основания правильной треугольной пирамиды 
8 УзГ см, а боковые грани наклонены к основанию под уг­
лом 45°. Найдите площадь боковой поверхности описанно­
го около пирамиды конуса.

115.5. 1) В основании пирамиды лежит треугольник, у которого 
одна из сторон имеет длину а, а противолежащий ей угол 
равен а. Боковые ребра наклонены к основанию под углом 
ф. Найдите площадь описанной около пирамиды сферы. 
2) В правильную четырехугольную пирамиду вписан ци­
линдр так, что его верхнее основание касается боковых 
граней пирамиды, а нижнее основание лежит в плоскости 
основания пирамиды. Найдите площадь боковой поверх­
ности цилиндра, если сторона основания пирамиды равна 
10 см, высота цилиндра 4 л/З см, а угол наклона боковых 
граней к плоскости основания равен 60°.

115.6. 1) В основании пирамиды равнобедренный треугольник, 
боковая сторона которого равна а, а угол при основании
а. Боковые грани пирамиды наклонены к основанию под 
углом ф. Найдите площадь поверхности вписанной в пи­
рамиду сферы.
2) В конус вписан цилиндр так, что его верхнее основание 
касается боковой поверхности конуса, а нижнее лежит в 
плоскости его основания. Найдите площадь боковой по­
верхности цилиндра, если высота конуса равна 10УзГ см, 
высота цилиндра 4Л/3 см, а образующая наклонена к 
плоскости основания под углом 60°.

ОБЪЕМЫ ТЕЛ

§ 116. ОБЪЕМ ПРЯМОУГОЛЬНОГО ПАРАЛЛЕЛЕПИПЕДА

116.1. 1) Стороны основания прямоугольного параллелепипеда 
равны 5 и 12 см, а его диагональ составляет с плоскостью 
основания угол 60°. Найдите объем параллелепипеда. 
2) Основанием прямой призмы служит прямоугольный 
треугольник. Катеты основания и боковое ребро относятся 
между собой как 1:2:3. Объем призмы равен 24 см3. Най­
дите площадь боковой поверхности призмы.
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116.2. 1) Боковое ребро и одна из сторон основания прямоуголь-
20 У̂ Гного параллелепипеда равны соответственно — и

о
16 см, а его диагональ составляет с плоскостью основания 
угол 30°. Найдите объем параллелепипеда.
2) Основанием прямой призмы служит прямоугольный 
треугольник, катеты которого относятся как 2 :3. Найдите 
площадь боковой поверхности призмы, если ее боковое 
ребро равно 4 см, а объем 48 см3.

116.3. 1) В правильной четырехугольной призме диагональ рав­
на т и составляет с плоскостью боковой грани угол 30°. 
Найдите объем призмы.
2) Основанием прямой призмы служит равнобедренный 
прямоугольный треугольник, катеты которого равны 
3 см. Площадь сечения, проведенного через один из кате­
тов основания и противолежащую вершину верхнего осно­
вания, равна 7,5 см2. Найдите объем призмы.

116.4. 1) В прямоугольном параллелепипеде диагональ равна й ,
а одна из сторон основания у . Эта диагональ составляет
с боковой гранью, содержащей данную сторону, угол 45°. 
Найдите объем параллелепипеда.
2) Основанием прямой призмы служит прямоугольный 
треугольник, один из катетов которого равен 4 см. Пло­
щадь сечения, проведенного через другой катет и противо­
лежащую ему вершину верхнего основания, равна 15 см2. 
Найдите объем призмы, если длина ее бокового ребра 
равна 3 см.

116.5. 1) Диагональ основания прямоугольного параллелепипе­
да равна т ,  а угол между диагоналями основания 60°. 
П л о с к о с т ь  сечения, проведенного через диагональ основа­
ния и противолежащую ей вершину верхнего основания, 
составляет с плоскостью основания угол 60°. Найдите 
объем параллелепипеда.
2) Основанием прямой призмы АВ С А ХВ ХСХ служит пря­
моугольный треугольник АВС  ( ^ С  =  90°), у которого 
АС =  Ь и А А  =  а. Диагональ боковой грани В ХС составляет 
с плоскостью А А ХВ Х угол а. Найдите объем призмы.

116.6. 1) Диагональ основания прямоугольного параллелепипе­
да равна йу а угол между диагоналями 30°. Плоскость се­
чения, проведенного через диагональ основания и проти­
волежащую ей вершину верхнего основания, составляет с 
плоскостью основания угол 45°. Найдите объем паралле­
лепипеда.
2) Основанием прямой призмы М К Р М ХК ХР Х служит прямо­
угольный треугольник МРК  (^1Я =  90°), у которого РК =  т 
и Л М  =  а. Диагональ боковой гр а н и М ,Я  составляет с 
плоскостью М М ХК Х угол 90° — а. Найдите объем призмы.
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117.1. 1) Основанием прямой призмы служит треугольник, сто­
роны которого равны 10, 10 и 12. Диагональ меньшей бо­
ковой грани составляет с плоскостью основания угол 
60°. Найдите объем призмы.
2) Плоскость, параллельная оси цилиндра, отсекает от 
окружности основания дугу в 120° и удалена от оси на 
расстояние, равное а. Диагональ в получившемся сечении 
равна 4а. Найдите объем цилиндра.

117.2. 1) Основанием прямого параллелепипеда служит парал­
лелограмм, стороны которого 4 и 8 см. Один из его углов 
равен 30°. Диагональ меньшей боковой грани составляет 
с плоскостью основания угол 45°. Найдите объем паралле­
лепипеда.
2) Плоскость, параллельная оси цилиндра, отстоит от нее 
на расстоянии, равном 15. Диагональ получившегося сече­
ния равна 20, а радиус основания цилиндра 17. Найдите 
объем цилиндра.

117.3. 1) Основанием прямой призмы служит равнобедренная 
трапеция, основания которой равны 8 и 4 см. Через боль­
шее основание трапеции и середину противолежащего бо­
кового ребра проведена плоскость, составляющая с плос­
костью основания угол 60°. Площадь сечения равна 
48 см2. Найдите объем призмы.
2) Через образующую цилиндра проведены две плоско­
сти, пересекающие цилиндр. Угол между плоскостями ра­
вен а, а площади получившихся сечений равны ф. Радиус 
основания цилиндра равен /?. Найдите объем цилиндра.

117.4. 1) Основанием прямого параллелепипеда служит ромб с 
углом 60°. Через сторону основания и середину противоле­
жащего бокового ребра проведена плоскость под углом 45° 
к плоскости основания. Площадь сечения равна 18Д/б" см2. 
Найдите объем параллелепипеда.
2) Через образующую цилиндра проведены две плоско­
сти, пересекающие цилиндр. Угол между плоскостями ра­
вен ф, а площади получившихся сечений равны 5. Высота 
цилиндра равна Я. Найдите объем цилиндра.

117.5. 1) В правильной шестиугольной призме АВСОЕРАхВ хСхОхЕхРх 
диагонали В ХР и В ХЕ равны соответственно 24 и 25. Най­
дите объем призмы.
2) В правильную четырехугольную пирамиду вписан 
цилиндр так, что окружность верхнего основания касает­
ся боковой поверхности пирамиды, а нижнее основание 
принадлежит основанию пирамиды. Боковые грани пира­
миды составляют с плоскостью основания угол а. Сторона 
основания равна а. Найдите объем цилиндра, если его 
осевым сечением является квадрат.

§ 117. ОБЪЕМ ПРЯМОЙ ПРИЗМЫ И ЦИЛИНДРА
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117.6. 1) В правильной шестиугольной призме АВС0ЕЕА1В 1С10 1Е1Р1
СХЕ =  3, а А Р С {Е =  агс1§ |-.  Найдите объем призмы.
2) В правильную треугольную пирамиду, стороны основа­
ния которой равны а, вписан цилиндр так, что окруж­
ность верхнего основания касается боковой поверхности 
пирамиды, а нижнее основание принадлежит основанию 
пирамиды. Боковые грани пирамиды составляют с плос­
костью основания угол ср. Найдите объем цилиндра, если 
его высота равна диаметру основания.

§ 118. ОБЪЕМ НАКЛОННОЙ ПРИЗМЫ

118.1. 1) В наклонной треугольной призме основанием служит 
правильный треугольник со стороной, равной 3^\/3. Одна 
из вершин верхнего основания проектируется в центр ниж­
него. Боковые ребра призмы составляют с плоскостью 
основания угол 60°. Найдите объем призмы.
2) Площади двух боковых граней треугольной призмы 
равны 30 и 40 см2, а угол между ними 120°. Найдите объ­
ем призмы, если длина бокового ребра равна 10 см.

118.2. 1) В наклонной треугольной призме основанием служит 
правильный треугольник. Одна из вершин верхнего осно­
вания проектируется в центр нижнего. Боковые ребра 
призмы составляют с плоскостью основания угол 45°. 
Найдите объем призмы, если ее высота равна 4.
2) В наклонном параллелепипеде площади двух боковых 
граней равны 20 и 30 см2, а угол между ними 60°. Найдите 
объем параллелепипеда, если его боковое ребро равно 
5 см.

118.3. 1) В основании наклонного параллелепипеда лежит пря­
моугольник. Противоположные его боковые грани перпен­
дикулярны к плоскости основания, а площадь каждой из 
двух других боковых граней равна 25 см2. Боковые ребра 
составляют с плоскостью основания углы 60°. Найдите 
объем параллелепипеда, если известно, что все его ребра 
равны между собой.
2) В наклонной треугольной призме А В С А 1В 1С1 А А 1АВ =  
=  ^./41у4С<90°, А В = А С ,  В С = а , ААХ=Ь.  Угол между равны­
ми боковыми гранями равен 120°. Найдите объем призмы.

118.4. 1) В основании наклонной призмы лежит равнобедренный 
прямоугольный треугольник, катеты которого равны 
7 см. Боковая грань, проходящая через один из катетов 
основания, перпендикулярна плоскости основания, а пло­
щадь другой боковой грани, проходящей через другой ка­
тет основания, равна 49 см2. Боковые ребра призмы со­
ставляют с плоскостью основания углы 45°. Найдите объ­
ем призмы, если боковое ребро ее равно 7 см.
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2) В наклонной треугольной призме ОЕРОхЕхЕх / - Е хЕО =  
=  /СЕХЕР < 9 0 ° ,  ЕР =  ЕО, ОР =  т , ЕЕХ =  1. Угол между рав­
ными боковыми гранями прямой. Найдите объем призмы.

118.5. 1) В наклонной треугольной призме А В С А ХВ ХСХ все ребра 
равны между собой, / - А ХА В  =  А А ХАС =  60°. Площадь 
грани ССХВ{В равна С). Найдите объем призмы.
2) В наклонной треугольной призме расстояние от бокового 
ребра до диагонали противолежащей боковой грани равно 
5 см, а площадь этой грани 40 см2. Найдите объем призмы.

118.6. 1) Основанием наклонного параллелепипеда АВСОАхВ хСхО х 
служит квадрат АВСО.  Все ребра параллелепипеда рав­
ны между собой, А А ХАВ =  А.Л,у4/) =  60о. Площадь диаго­
нального сечения В В хО хО равна 5. Найдите объем парал­
лелепипеда.
2) В наклонной треугольной призме угол между боковым 
ребром и скрещивающейся с ним стороной основания ра ­
вен 45°. Длина этой стороны равна 6 см, а расстояние от 
бокового ребра до боковой грани, содержащей эту сторо­
ну, 4 см. Длина бокового ребра равна 5 см. Найдите 
объем призмы.

$ 119. ОБЪЕМ ПИРАМИДЫ

119.1. 1) В правильной треугольной пирамиде радиус описанной 
около основания окружности равен 4 см. Боковые грани 
наклонены к основанию под углом 60°. Найдите объем пи­
рамиды.
2) Основанием пирамиды МАВСО  служит прямоугольник 
АВСО.  Ребро МВ  перпендикулярно плоскости основания, 
а грани АМО  и ОМС  составляют с ним углы 30° и 45°. 
Высота пирамиды равна Я. Найдите ее объем.

119.2. 1) В правильной четырехугольной пирамиде радиус опи­
санной около основания окружности равен 6 см. Боковые 
грани наклонены к основанию под углом 60°. Найдите 
объем пирамиды.
2) Основанием пирамиды МАВСО  служит прямоугольник 
АВСО, АВ =  а . Ребро МВ  перпендикулярно плоскости 
основания, а грани МАО  и МСО составляют с ним соот­
ветственно углы 30° и 60°. Найдите объем пирамиды.

119.3. 1) В правильной четырехугольной пирамиде расстояние 
от центра основания до боковой грани равно т. Боковые 
грани наклонены к основанию под углом а. Найдите 
объем пирамиды.
2) Основанием пирамиды служит ромб со стороной, рав­
ной а, и углом 30°. Боковые грани, проходящие через сто­
роны острого угла ромба, перпендикулярны плоскости 
основания, а две другие наклонены к нему под углом 60°. 
Найдите объем пирамиды.
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119.4. 1) В правильной треугольной пирамиде расстояние от 
центра основания до боковой грани равно й. Боковые гра­
ни наклонены к основанию под углом ср. Найдите объем 
пирамиды.
2) Основанием пирамиды МАВС  служит равнобедренный 
треугольник АВС , АС =  СВ =  а , А А С В = 1 2 0 ° .  Грани
МАС  и МАВ  перпендикулярны плоскости основания, а 
третья грань составляет с ним угол 45°. Найдите объем 
пирамиды.

119.5. 1) В правильной треугольной пирамиде сторона основа­
ния равна а, а угол между смежными боковыми гранями
а. Найдите объем пирамиды.
2) Основанием пирамиды РАВС  служит прямоугольный 
треугольник АВС  ( ^ С  =  90°), ВС =  ау ^1В =  60°. Грань 
АРС  перпендикулярна плоскости основания, а две другие 
наклонены к нему под углом 45°. Найдите объем пира­
миды.

119.6. 1) В правильной четырехугольной пирамиде стороны 
основания равны а, а угол между смежными боковыми 
гранями а. Найдите объем пирамиды.
2) Основанием пирамиды служит прямоугольный тре­
угольник с углом 60° и прилежащим к нему катетом, рав­
ным а. Боковая грань, проходящая через гипотенузу, пер­
пендикулярна плоскости основания, а две другие наклоне­
ны к нему под углом 45°. Найдите объем пирамиды.

119.7*. Углы правильного тетраэдра срезаны так, что полу­
чился многогранник, у которого 4 грани — правильные 
треугольники и 4 — правильные шестиугольники. Найдите 
отношение объема полученного многогранника к объему 
тетраэдра.

119.8*. Углы октаэдра срезаны так, что получился многогран­
ник, у которого 6 граней — квадраты, а 8 — правильные 
шестиугольники. Найдите отношение объема полученного 
многогранника к объему октаэдра.

§ 120. ОБЪЕМ КОНУСА

120.1. 1) Цилиндр и конус имеют равные радиусы оснований и 
равные высоты. Объем цилиндра 60 см3. Найдите объем 
конуса.
2) Боковые ребра правильной четырехугольной пирамиды 
составляют с основанием угол 45°. Найдите объем описан­
ного около нее конуса, если сторона основания пирамиды 
равна а.

120.2. 1) Цилиндр и конус имеют равные радиусы оснований и 
равные высоты. Объем конуса равен 40 см3. Найдите объ­
ем цилиндра.
2) Боковые ребра правильной треугольной пирамиды со­
ставляют с основанием угол 60°. Найдите объем описанно­
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го около пирамиды конуса, если сторона основания пира­
миды равна а.

120.3. 1) Центральный угол в развертке боковой поверхности ко­
нуса равен 120°. Высота конуса равна Найдите его
объем.
2) В правильной треугольной пирамиде расстояние от 
вершины основания до противолежащей боковой грани 
равно т. Боковые грани наклонены к основанию под уг­
лом а. Найдите объем вписанного в пирамиду конуса.

120.4. 1) Центральный угол в развертке боковой поверхности ко­
нуса равен 240°. Высота конуса равна 2Л[Ь. Найдите его 
объем.
2) В правильную четырехугольную пирамиду вписан 
конус. Найдите его объем, если боковые грани пира­
миды наклонены к основанию под углом а, а расстояние 
от середины высоты пирамиды до боковой грани равно й.

120.5. 1) Наибольшая площадь сечения конуса, проведенного че­
рез его вершину, в 2 раза больше площади осевого сече­
ния. Найдите объем конуса, если его образующая равна
2) Конус вписан в пирамиду, основанием которой служит 
равнобедренная трапеция, основания которой равны 2 и

8 см. Объем конуса равен см3. Найдите угол накло­
на боковых граней к плоскости основания.

120.6. 1) Наибольшая площадь сечения конуса, проведенного че­
рез его вершину, в раза больше площади осевого сече­
ния. Найдите объем конуса, если его высота равна Я. 
2) Конус описан около пирамиды, основанием которой 
служит трапеция, три стороны которой равны 3 см, а один 
из углов 60°. Объем конуса равен 9л см3. Найдите угол 
наклона боковых ребер к плоскости основания.

120.7*. Длина бокового ребра правильной треугольной пира­
миды 10 см, длина стороны основания 12 см. Боковая 
грань пирамиды вписана в окружность основания конуса, 
образующей которого принадлежит боковое ребро пира­
миды. Вычислите объем конуса.

120.8*. Основанием пирамиды служит прямоугольник, стороны 
которого 12 и 4 см. Боковые ребра пирамиды равны 
10 см. Боковая грань, проходящая через большую сторону 
прямоугольника, вписана в окружность основания конуса, 
а образующая конуса принадлежит высоте противополож­
ной боковой грани, проведенной из вершины пирамиды. 
Вычислите объем конуса.

§ 121. ОБЪЕМ УСЕЧЕННЫХ ПИРАМИДЫ И КОНУСА

121.1. 1) Стороны оснований правильной усеченной треугольной 
пирамиды равны 2 и 4 см, угол наклона боковых граней 
к основанию равен 60°. Найдите объем пирамиды.
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2) В прямоугольном треугольнике АВС  катеты СА и СВ 
равны а. Этот треугольник вращается вокруг прямой, па­
раллельной катету ВС и отстоящей от него на расстояние, 
равное а (ось вращения и вершина А треугольника нахо­
дятся по разные стороны от ВС). Найдите объем тела вра­
щения.

121.2. 1) Стороны оснований правильной треугольной усеченной 
пирамиды равны 1 и 2 см, угол наклона боковых ребер к 
основанию равен 45°. Найдите объем пирамиды.
2) В прямоугольном треугольнике АВС  катеты СА и СВ 
равны а. Этот треугольник вращается вокруг прямой, па­
раллельной катету А С и отстоящей от вершины В тре­
угольника на расстояние, равное а (ось вращения и катет 
АС находятся по разные стороны от вершины В). Найдите 
объем тела вращения.

121.3. 1) В правильной четырехугольной усеченной пирамиде 
сторона большего основания равна 2л[2 см, боковое реб­
ро 2 см, а диагональ осевого сечения 2У З  см. Найдите 
объем пирамиды.
2) В равнобедренном треугольнике АВС АВ =  В С = Ю , 
А С = 1 2 .  Треугольник вращается вокруг оси, проходящей 
через вершину С и перпендикулярной АС. Найдите 
объем тела вращения.

121.4. 1) В правильной треугольной усеченной пирамиде рассто­
яние от середины стороны верхнего основания до противо­
лежащей вершины нижнего основания равно 2Л/3 см. 
Найдите объем пирамиды, если сторона большего

вл/з ,основания равна ——  см, а апофема пирамиды рав­
на 2 см.
2) В равнобедренном треугольнике АВС АС =  СВ =  25, 
АВ  =  48. Треугольник вращается вокруг оси, прохо­
дящей через вершину В и перпендикулярной АВ.  Найдите 
объем тела вращения.

121.5. 1) Стороны оснований в правильной четырехугольной усе­
ченной пирамиде равны 6 и 10 см. Через одну из вершин 
верхнего основания перпендикулярно диагонали этого 
основания (диагональ проходит через эту вершину) прове­
дена плоскость. Площадь сечения равна 6 ~\/2 см2. Найди­
те объем пирамиды.
2) Параллелограмм А В С й  вращается вокруг прямой, 
проходящей через вершину А параллельно меньшей диа­
гонали Вй.  Найдите объем тела вращения, если в данном 
параллелограмме ^ > 4 = 6 0 ° ,  большая сторона 6 дм, а 
меньшая диагональ перпендикулярна стороне.

121.6. 1) В правильной треугольной усеченной пирамиде сторо­
на верхнего основания равна 2 дм, а боковые ребра на­
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клонены к основанию под углом 60°. Через сторону верх­
него основания параллельно противолежащему боково­
му ребру проведена плоскость. Площадь сечения равна 
4 у З  дм2. Найдите объем пирамиды.
2) Расстояние между основаниями перпендикуляров, опу­
щенных из вершины тупого угла ромба на его стороны, 
равно 20 см. Найдите объем тела, полученного от враще­
ния ромба вокруг оси, проходящей через вершину острого 
угла, равного 60°, и перпендикулярной большей диа­
гонали.

§ 122. бБЪЕМ ШАРА И ПЛОЩАДЬ СФЕРЫ

122.1. 1) Шар, объем которого равен 36я  см3, пересечен плоско­
стью, проходящей через его центр. Найдите площадь по­
верхности каждой из образовавшихся частей шара.
2) Сторона основания и боковое ребро правильной четы­
рехугольной призмы равны соответственно 6 и 2 ^ 7  дм. 
Найдите объем описанного около призмы шара.

122.2. 1) Шар пересечен плоскостью, проходящей через его 
центр. Площадь каждой из образовавшихся частей шара 
равна 12я см2. Найдите объем шара.
2) Шар описан около цилиндра. Найдите объем шара,
если высота цилиндра равна 2 ^ 7  дм, а сторона правиль­
ного треугольника, вписанного в его основание, равна 
ЗЛ/З дм.

122.3. 1) Радиус основания цилиндра равен 2, а высота равна 
4. Поместится ли в этот цилиндр шар, объем которого в
2 раза меньше объема цилиндра?
2) Боковые ребра правильной треугольной пирамиды на­
клонены к основанию под углом 30°. Найдите объем пира­
миды, если площадь описанной около нее сферы равна 
16л дм2.

122.4. 1) Радиус основания цилиндра равен 2, а высота равна 
10. Поместится ли в этот цилиндр шар, объем которого в
3 раза меньше объема цилиндра?
2) Образующие конуса наклонены к основанию под углом 
15°. Найдите объем конуса, если площадь описанной 
около него сферы равна 36л дм2.

122.5. 1) Осевое сечение сосуда, имеющего форму конуса, по­
ставленного на вершину, представляет равносторонний 
треугольник. В сосуд помещен шар, радиус которого ра­
вен г, касающийся боковой поверхности конуса и верхнего 
уровня воды, заполнившей сосуд доверху. До какого уров­
ня опустится вода, если шар вынуть из сосуда?
2) В правильную четырехугольную пирамиду вписана 
сфера, центр которой делит высоту пирамиды в отноше­
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нии 5 :3 ,  считая от вершины. Найдите площадь сферы, 
если сторона основания пирамиды равна 18 см.

122.6. 1) Осевое сечение сосуда цилиндрической формы пред­
ставляет квадрат. В сосуд помещен шар, касающийся ци­
линдрической поверхности, дна и верхнего уровня воды, 
заполнившей сосуд доверху. После того как шар вынули 
из воды, ее уровень опустился до 10 см. Найдите объем 
шара.
2) В правильную треугольную пирамиду вписана сфера, 
центр которой делит высоту пирамиды в отношении 5 :4 ,  
считая от вершины. Найдите площадь сферы, если сторо­
на основания пирамиды равна 12Л/3 см.

122.7*. Объем конуса в 2 ~  раза больше объема вписанного
в него шара. Найдите величину угла между образующей 
конуса и плоскостью основания.

122.8*. Отношение объема конуса к объему вписанного в ко­
нус шара равно 8:3. Найдите величину угла при вершине 
осевого сечения конуса.

ИТОГОВОЕ ПОВТОРЕНИЕ КУРСА СТЕРЕОМЕТРИИ

§ 123. МЕТОД КООРДИНАТ И ВЕКТОРЫ В ПРОСТРАНСТВЕ

123.1. 1) Тетраэдр ОАВС  задан координатами своих вершин 
/ ) ( 2 ;  1; 3), Л ( 1 ;  0; 0), В ( -  1; 1; 0), С (2; - 1 ;  0).
а) В какой координатной плоскости лежит основание тет­
раэдра А В С ?
б) Найдите объем тетраэдра.
2. Дана правильная треугольная пирамида МАВС.  Най­
дите скалярное произведение АМ*ВС.

123.2. 1) Тетраэдр РЕРК  задан координатами своих вершин 
Р ( 2; 3; - 6 ) ,  Е ( 2; - 1 ;  0), Р(  1; - 2 ;  0), /С( — 1; 3; 0).
а) В какой координатной плоскости лежит основание тет­
раэдра ЕРЮ
б) Найдите объем тетраэдра.
2) Дана правильная четырехугольная пирамида МАВСО.
Найдите скалярное произведение ВО-МС.

123.3. 1) Пирамида МАВСО  задана координатами своих вершин 
М ( - 1; 2; 5), >4(1; - 1 ;  2), В ( - 2; 1; 2), С( — 1; 3; 2), 
0 ( 3 ; 1; 2).
а) Как расположена плоскость основания АВСО  отно­
сительно координатных плоскостей?
б) Найдите объем пирамиды.
2) В тетраэдре МАВС А М А С =  А .М АВ , АВ =  АС. Найди­
те скалярное произведение АМ*ВС.

123.4. 1) Пирамида РЕРКМ  задана координатами своих вершин
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Р (2; —4; - 5 ) ,  В( 2; - 3 ;  1), В(1; - 2 ;  1), /С (0; 1; 1), 
Л4(3; - 1 ;  1).
а) Как расположена плоскость основания ЕРКМ  относи­
тельно координатных плоскостей?
б) Найдите объем пирамиды.
2) Основанием четырехугольной пирамиды МАВСО  слу­
жит ромб АВСйу А М А В =  А М А й .  Найдите скалярное
произведение АМ*ВР).

123.5. 1) В тетраэдре ОАВС ОВ.ИАВС  и угол между АО  и ВС 
равен 60°. Найдите площадь поверхности тетраэдра, если 
известны координаты вершин его основания: А (0; —2; 0), 
С (0; 0; 0), В ( —2; 0; 0).
2) В кубе >4ВСО>4,В,С,В, Е — середина А А Х, М — середина 
А О , а Е — центр грани ВО,С,С. Найдите скалярное про­
изведение ВВ*В,М.

123.6. 1) В пирамиде МАВСО  известны координаты вершин 
основания: >4(2; 0; 0), В(0; 0; 0), С(0; 2; 0), 0 ( 2 ;  2; 0), 
МВ А. АВС.  Найдите площадь поверхности пирамиды, если 
угол между МС и ВО равен 60°.
2) В кубе ЛВСВ>4,В,С,0, Р — середина А А и К — середи­
на СО, а (} — центр грани В В ХСХС. Найдите скалярное
произведение Р(}*ВХК.

§ 124. ВЗАИМНОЕ РАСПОЛОЖЕНИЕ ПРЯМЫХ 
И ПЛОСКОСТЕЙ В ПРОСТРАНСТВЕ

124.1. Дан куб А ВС О АхВ хСхО х.
1) Постройте сечение куба плоскостью, проходящей через 
ВО и середину 0,С, — точку В.
2) Каково взаимное положение прямых:
а) ВО и ВВ, где РЕ — линия пересечения секущей плоско­
сти с плоскостью >4,0,0,;
б) ОВ и СС,;
в) >4>4, и ВВ?
3) Найдите отношение объемов частей куба, разделенных 
этой плоскостью.

124.2. Дана прямая призма >4ВС>4,В,С,, основанием которой слу­
жит равнобедренный прямоугольный треугольник АВС  
( А С = 90°). Боковое ребро призмы равно катету основания.
1) Постройте сечение призмы плоскостью, проходящей че­
рез >4С и середину С,В, — точку В.
2) Каково взаимное положение прямых:
а) >4С и ВВ, где ВВ — линия пересечения секущей плоско­
сти с плоскостью >4,В,С,;
б) ВВ и >4>4,;
в) ВС и ВВ,?
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3) Найдите отношение объемов частей призмы, разделен­
ных этой плоскостью.

124.3. Основанием прямого параллелепипеда служит ромб с 
углом 60°. Боковое ребро параллелепипеда в 2 раза боль­
ше стороны его основания.
1) Постройте сечение параллелепипеда плоскостью, про­
ходящей через сторону основания и середину противоле­
жащего бокового ребра.
2) Какой угол с основанием составляет плоскость се­
чения?
3) Найдите отношение объемов частей параллелепипеда, 
разделенных этой плоскостью.

124.4. В правильной треугольной призме боковое ребро вдвое 
больше стороны основания.
1) Постройте сечение призмы плоскостью, проходящей че­
рез вершину основания и середину противолежащего бо­
кового ребра параллельно противолежащей стороне осно­
вания.
2) Какой угол с основанием составляет плоскость се­
чения?
3) Найдите отношение объемов частей призмы, разделен­
ных этой плоскостью.

124.5. В правильной треугольной пирамиде МАВС  боковые гра­
ни наклонены к основанию под углом 60°.
1) Постройте сечение пирамиды плоскостью, проходящей 
через вершину А , которая была бы перпендикулярна гра­
ни МВС  и параллельна ВС.
2) Какой угол составляет с этой плоскостью ребро А М ?
3) Найдите отношение объемов частей пирамиды, разде­
ленных этой плоскостью.

124.6. В правильной четырехугольной пирамиде МАВСО  бо­
ковые грани наклонены к основанию под углом 60°.
1) Постройте сечение пирамиды плоскостью, проходящей 
через сторону СО перпендикулярно к грани АМВ.
2) Какой угол составляет с этой плоскостью ребро МС?
3) Найдите отношение объемов частей пирамиды, разде­
ленных этой плоскостью.

§ 125. ПЕРПЕНДИКУЛЯРНОСТЬ В ПРОСТРАНСТВЕ

125.1. В правильной треугольной пирамиде ОАВС  боковое ребро 
наклонено к плоскости основания под углом 45°. 
Высота пирамиды равна Н.
1) Докажите, что плоскость ЛОВ, где Е — середина ВС, 
перпендикулярна плоскости основания.
2) Найдите величину двугранного угла ОВСА.
3) Найдите площадь боковой поверхности пирамиды.
4) Найдите площадь описанной около пирамиды сферы.
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125.2. В правильной четырехугольной пирамиде МАВСО  боковое 
ребро наклонено к основанию под углом 45°, а сто­
рона основания равна а.
1) Докажите, что плоскость АМС  перпендикулярна плос­
кости основания.
2) Найдите величину двугранного угла МСОА .
3) Найдите площадь боковой поверхности пирамиды.
4) Найдите объем описанного около пирамиды шара.

125.3. В правильной четырехугольной пирамиде боковые гра­
ни наклонены к основанию под углом а. Радиус вписанно­
го в пирамиду шара равен /?. Найдите:
1) площадь боковой поверхности пирамиды;
2) расстояние от центра основания до боковой грани;
3) угол между боковым ребром и плоскостью основания.

125.4. В правильной треугольной пирамиде боковые грани на­
клонены к основанию под углом а. Радиус вписанного в 
пирамиду шара равен /?. Найдите:
1) площадь боковой поверхности пирамиды;
2) расстояние от центра основания до боковой грани;
3) угол между боковым ребром и плоскостью основания.

125.5. В цилиндр вписана пирамида ОАВС  так, что основание 
пирамиды АВС  вписано в основание цилиндра, а ребро 
О В совпадает с его образующей. Известно, что АВ  =  ВСУ 
АС =  а , /ИВАС =  ау а площадь описанной около пирамиды 
сферы равна 2ла2.
1) Найдите площадь боковой поверхности цилиндра.
2) Найдите угол между ребром ОВ и плоскостью АОС.
3) Каково отношение объемов пирамиды и цилиндра?

125.6. В цилиндр вписана пирамида ОАВС  так, что основание
пирамиды АВС  вписано в основание цилиндра, а ребро
АО  совпадает с его образующей. Известно, что АВ  =
=  АС =  ау ^>4 =  а, а объем описанного около пирамиды

па3 ^̂ 2 шара равен — .
о

1) Найдите площадь боковой поверхности цилиндра.
2) Найдите угол между ребром АО  и плоскостью ВОС.
3) Каково отношение объемов пирамиды и цилиндра?



КОНТРОЛЬНЫЕ ЗАДАНИЯ

Задание 1 

НАЧАЛЬНЫЕ ГЕОМЕТРИЧЕСКИЕ СВЕДЕНИЯ

1.1. 1) Три точки В, О и С лежат на прямой ц. Известно, что 
ВВ =  17 см, ОС =  25 см. Какой может быть длина отрезка 
ВС?
2) Прямые МС и ОЕ пересекаются в точке О так, что сум­
ма углов МОЕ  и ЭОС  равна 204°. Найдите угол МОВ.
3)* Зная, что Л В =  6 см, найдите на прямой АВ  все такие 
точки Х у что Х А - \ - Х В = Ю .

1.2. 1) Точки В, Р и К лежат на прямой /п, Е Е =  12 см, 
В/С=15 с м . Какой может быть длина В/С?
2) Прямые АВ  и СО пересекаются в точке О так, что угол 
АОС  в 2 раза больше угла СОВ. Найдите угол ВОВ.
3)* Зная, что ЕЕ =  10 см, найдите на прямой ЕЕ все такие 
точки У у что У Е + У Е  =  9.

1.3. 1) Три точки Му N и К лежат на прямой Ь. Известно, что 
М/С=15 см, ЫК =  18 см. Какой может быть длина отрез­
ка М/С?
2) Прямые АО  и ВС пересекаются в точке О так, что сум­
ма углов АОВ  и СОВ равна 108°. Найдите угол ВОВ.
3)* Зная, что МЫ =  7 см, найдите на прямой МЫ все та ­
кие точки 2 у что 2М-\-2Ы = \ \ .

1.4. 1) На прямой а лежат точки М, К и В, М/С =  25 см, 
/СВ =  4 см. Каким может быть расстояние МВ?
2) Прямые ЕЕ и ОМ пересекаются в точке О так, что угол 
ВОМ на 20° больше угла МОЕ. Найдите угол ВОМ.
3)* Зная, что /СВ =  5, найдите на прямой /СВ все такие 
точки Му что /СМ +  ВМ =  4.

Задание 2 
ТРЕУГОЛЬНИКИ

2.1. 1) На рисунке 235 ВО =  СО, А А В О =  2.АСО.  Докажите, 
что А А О В = А О О С .
2) Луч ЛВ — биссектриса угла ВЛС (рис. 236). Докажите, 
что Д Л В В  =  д Л С В , если ЛВ =  ЛС.
3)* Треугольник ЛВС равнобедренный, В/С — высота тре­
угольника (рис. 237). Найдите:
а) ААСЕу  если ^.Л =  70°;
б) А /С, если периметр треугольника равен 20 см и ЛВ =  8 см.

146



2.2. 1) Отрезки МN  и РК имеют общую середину (рис. 238). До­
кажите, что & Ы О Р =  А М О К .
2) Луч А й  — биссектриса угла ВАС  (рис. 239). Докажите, 
что А В = А С ,  если известно, что / . А Б В =  А А й С .
3)* Треугольник АВС  равнобедренный, ВЕ  — биссектриса 
треугольника (рис. 240). Найдите:
а) Д ВАС , если ^ А С К =  107°;
б) периметр треугольника АВС, если Е А = 3  см, ДС =  10 см.

2.3. 1) На рисунке 241 0 0  =  0 5 ,  к . А Б О =  А С В О .  Докажите, 
что Д / 4 0 О = Д С 0 Д .
2) На рисунке 242 ОМ =  МР  и ОЕ =  РЕ. Докажите, что 
луч ЕМ — биссектриса угла ОЕР.
3)* Треугольник у4ВС равнобедренный, ДО — высота тре­
угольника (рис. 243). Найдите:
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Рис 244 Рис. 245

а) ВС, если А В =  12 см и периметр треугольника равен 32 см;
б) А  ВС К, если ^.>4 =  65°.

2.4. 1) Отрезки АВ  и СО точкой пересечения делятся пополам 
(рис. 244). Докажите, что А О О А =  А С О В .
2) На рисунке 245 МР =  КР , ЭМ =  ОК. Докажите, что луч 
ОР  — биссектриса угла МОК.
3)* Треугольник АВС  равнобедренный, ВО — биссектри­
са треугольника (рис. 246). Найдите:
а) А В С А У если А Р А В = 1 3 0 ° \
б) периметр треугольника ЛВС, если АВ  =  50 мм, >40 =  20 мм.

3.1 1) Отрезки РК  и МЫ пересекаются в их середине О. Д ока­
жите, что прямые РМ  и КЫ параллельны.
2) Прямые АО  и ВК  параллельны, А А В К  =  54°у ВО — 
биссектриса угла АВ К  (рис. 247). Найдите углы треуголь­
ника >4ВО.
3)* Даны два взаимно перпендикулярных диаметра 
окружности, из которых один делит хорду пополам. Д ока­
жите, что хорда и другой диаметр параллельны.

3.2. 1) На прямой а расположены стороны >4С и А ХСХ тре­
угольников АВС  и А ХВ ХСХ (вершины В и В, находятся по 
одну сторону от а), АВ =  А ХВ ХУ АС =  А ХСЬ А В А С  =  
=  А В ХА ХСХ. Докажите, что ВС||В,С,.

Задание 3

ПАРАЛЛЕЛЬНЫЕ ПРЯМЫЕ

в кР А п
Рис. 246

С
Рис. 247
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2) Прямые ЛО и ВС параллельны, А О А С  =  32°, СА — 
биссектриса угла ВСО (рис. 248). Найдите угол СОК .
3)* Хорда параллельна диаметру окружности, другой 
диаметр проходит через ее середину. Докажите, что эти 
диаметры взаимно перпендикулярны.

3.3. 1) Точка О является общей серединой отрезков РМ и /(ЛЛ 
Докажите, что прямые РК  и АШ параллельны.
2) Прямые АС  и ВК  параллельны, / _ В С А =  37°, ВС — 
биссектриса угла А ВР  (рис. 249). Найдите угол КВА.
3)* Диаметр окружности делит две хорды пополам. Д ока­
жите, что эти хорды параллельны.

3.4. 1) На прямой а расположены стороны АС и Л,С, треуголь­
ников АВС  и Л,В,С, (вершины В и В, находятся по одну 
сторону от а), ЛВ =  Л*В,, АС =  А хСи ВС =  В ХСХ. Докажите, 
что АВ\ \А ХВ Х.
2) Прямые АС  и ВК  параллельны, А С А В  =  88°, ВС — 
биссектриса угла А В К  (рис. 250). Найдите угол АСВ.
3)* Даны две параллельные хорды окружности. Диаметр 
делит одну из них пополам. Докажите, что и вторая хорда 
делится этим диаметром пополам.

4.1. 1) Треугольник АВС равнобедренный (ЛВ=ЛС), А А В С  =  
=  20° (рис. 251). Найдите угол ОС Р.
2) Точка О лежит на стороне АС треугольника ЛВС, 
2 - В О А =  40°. Докажите, что В С > В О .  Может ли угол 
С быть равным 41°, 40°, 39°? Ответ обоснуйте.
3)* В треугольнике КАС А К А С = Ю 0 ° у А А К С  =  20°У 
О^КС, а Ь а С =  60°, О С = 1 2  см. Найдите периметр тре­
угольника ЛОС.

4.2. 1) Треугольник ЛВС равнобедренный (ЛВ =  ВС), / .О С Е  =  
=  40° (рис. 252). Найдите угол ЛВС.

Задание 4

СУММА УГЛОВ ТРЕУГОЛЬНИКА. СООТНОШЕНИЕ 
МЕЖДУ СТОРОНАМИ И УГЛАМИ ТРЕУГОЛЬНИКА
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Рис. 251 Рис. 252

2) Точка М лежит на стороне ЕО треугольника РЕИ, в ко­
тором угол Е тупой, А Р М й  =  100°. Докажите, что Р Е > М Е .  
Может ли угол О быть равен 79°, 80°, 81°? Ответ обоснуйте.
3)* В треугольнике МОР А О М Р  =  10°, г 'М Р О  =  60°, 
КеМР,  ^  ЛЮ/С =  50°, ОР =  8 см. Найдите периметр тре­
угольника О/СР.

4.3. 1) Треугольник АВС  равнобедренный (ЛВ =  ВС), А О В Е  =  
=  50° (рис. 253). Найдите угол ВСА.
2) Точка Р лежит на стороне КЕ треугольника /ССР, 
2-СРЕ =  70°. Докажите, что К С > С Р .  Может ли угол 
/С быть равен 71°, 70°, 69°? Ответ обоснуйте.
3)* В треугольнике ЛВС ^1ЛВС =  50°, В € ВС, ^ В Л В  =  10°, 
/ -О А С  =  60°, ЛВ =  7 см. Найдите периметр треугольни­
ка ЛВС.

4.4. 1) На рисунке 254 треугольник РТК  равнобедренный 
(РТ =  КТ)У ^77СР =  40°. Найдите угол МТN.
2) Точка N  лежит на стороне АМ  треугольника А Р М , 
2 -АЫ Р=  105°, АЫ Р М  =  60°. Докажите, что МЫ<.РМ.  Мо­
жет ли угол Л быть равным 74°, 75°, 76°? Ответ обоснуйте.
3)* В треугольнике ЛВС А В А С =  100°, / . А В С  =  20°. 
/С6ВС, ^.Л/СВ=120°. Периметр треугольника Л/СС равен 
39 см. Найдите Л/С.
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Задание 5

СВОЙСТВА ПРЯМОУГОЛЬНЫХ ТРЕУГОЛЬНИКОВ

5.1. 1) Дано: >40 ± О С , В С _1_ОС, 0 0  =  ОС (рис. 255). Докажите, 
что >40 =  5 0 .
2) В прямоугольном треугольнике АВС (^ .С = 9 0 ° )  ^ . 5  =  60°, 
А С =  10 см. Найдите расстояние от вершины С до прямой >45.
3)* СМ — медиана прямоугольного треугольника >45С 
(^ .С  =  90°), В К А .М С , МК =  КС. Найдите углы треуголь­
ника АМС.

5.2. 1) Дано: А Р К О =  А М Т О  =  99°, РО =  ОМ (рис. 256). Дока­
жите, что РК =  МТ.
2) В прямоугольном треугольнике >45С (^ .С = 9 0 ° )  А  В =60°.  
Расстояние от вершины С до >45 равно 7 см. Найдите >4С.
3)* ВЕ  — высота равнобедренного треугольника >45С 
(>45 =  5С), ЕКА-АВ,  А А Е К =  ^  ВЕК.  Найдите углы тре­
угольника >45С.

5.3. 1) Дано: > 4 5 ± 5 0 ,  С 0 ± 5 0 ,  А В А О =  А В С й  (рис. 257). 
Докажите, что >40 =  5С.
2) В прямоугольном треугольнике >45С ( ^ .С  =  90°) 
С К А .А В , А А С К  =  60°> >4С =  28 см. Найдите расстояние 
от вершины С до гипотенузы.
3)* РО — высота равнобедренного треугольника ЕРТ  
(ЕР =  Р Т ), ОМ — медиана треугольника ЕОРу Р К А .М О , 
А М Р К =  А О Р К .  Найдите углы треугольника ЕРТ.

5.4. 1) Дано: А В А й  =  / . В С й  =  90°, С 5 0 =  ^ > 4 0 5  (рис. 258). 
Докажите, что >45 =  СО.

С
А

В С

Рис. 257 Рис. 258
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2) В прямоугольном треугольнике АВС ( А С  =  90°) 
СЕ-ПАВ, СЕ = 1 4  см, АСЕ =  60°. Найдите расстояние от 
вершины А до катета ВС.
3)* СЕ — медиана равнобедренного треугольника АСВ  
(А С = С В ) У ЕТА.АС  и АТ =  ТС. Найдите углы треугольни­
ка ВЕС.

Задание 6 

МНОГОУГОЛЬНИКИ

6.1. 1) Диагонали прямоугольника АВСО пересекаются в точке 
О. Найдите углы треугольника СО Д если А А О В  =  40°.
2) В параллелограмме АВСО  биссектриса угла С пересе­
кает сторону АВ  в точке М.
а) Докажите, что треугольник СВМ равнобедренный.
б) Найдите периметр параллелограмма, если АМ  =  3,7 дм, 
МВ =  5,9 дм.
3) Диагонали параллелограмма АВСО  пересекаются в 
точке О, Р  — середина отрезка ОВ, К — середина отрезка 
ОО. Докажите, что АРСК  — параллелограмм.
4)* Постройте ромб по диагонали и перпендикуляру, про­
веденному из точки пересечения диагоналей к прямой, со­
держащей сторону ромба.

6.2. 1) В ромбе АВСО А В А С :  А А В О = \ \ с1. Найдите углы ром­
ба.
2) На стороне ВС параллелограмма АВСО  взята точка 
Е так, что АВ =  ВЕ.
а) Докажите, что АЕ  — биссектриса угла А параллело­
грамма.
б) Найдите периметр параллелограмма, если С/) =  6 см, 
ЕС =  8,5 см.
3) На сторонах АВ  и СО параллелограмма АВСО  взяты 
точки М и К  соответственно, АМ =  М В , С /С = /(0 .  Докажи­
те, что МВКО  — параллелограмм.
4)* Постройте прямоугольник по стороне и углу между 
диагоналями, противолежащему этой стороне.

6.3. 1) В ромбъ АВСО А В А О :  А А В С  =  1:5. Найдите угол ВАС  
и угол АВО.
2) В параллелограмме АВСО  проведена биссектриса угла 
В, которая пересекает сторону АО  в точке М.
а) Докажите, что треугольник АВМ  равнобедренный.
б) Найдите периметр параллелограмма, если /Ш  =  4,5 см, 
ОМ =  2,5 см.
3) Биссектриса угла А параллелограмма АВСО  пересека­
ет сторону ВС в точке /С, а биссектриса угла С пересекает 
сторону АО  в точке М. Докажите, что АКСМ  — паралле­
лограмм.

152



4)* Постройте прямоугольник по стороне и перпендикуля­
ру, проведенному из вершины прямоугольника к его диа­
гонали.

6.4. 1) Диагонали прямоугольника АВСО  пересекаются в точке 
О. Найдите углы треугольника ЛОВ, если ^.СОО =  50°.
2) На стороне А й  параллелограмма АВСО  взята точка 
М так, что ОМ =  ОС.
а) Докажите, что СМ — биссектриса угла С параллело­
грамма.
б) Найдите периметр параллелограмма, если ЛВ =  8,5 см, 
ЛМ =  3,5 см.
3) АС  — диагональ параллелограмма АВСО . Биссектриса 
угла ВАС  пересекает сторону ВС в точке /С, а биссектриса 
угла Л СВ пересекает сторону АО  в точке Р. Докажите, 
что АРСК  — параллелограмм.
4)* Постройте ромб по диагонали и углу ромба, противо­
лежащему этой диагонали.

Задание 7 

ПЛОЩАДИ

7.1. 1) Смежные стороны параллелограмма равны 52 и 30 см, а 
острый угол равен 30°. Найдите площадь параллелограмма.
2) Вычислите площадь трапеции АВСО  с основаниями АО  
и ВС , если ЛВ =  24 с м , В С =  16 с м , ^.>4=45°, ^1В =  90°.
3) Дан треугольник АВС. На стороне АС  отметьте точку 
К так, чтобы площадь треугольника АВК  была вдвое боль­
ше площади треугольника ВКС.
4)* Высота равностороннего треугольника равна 6 см. 
Найдите сумму расстояний от произвольной точки, взятой 
внутри этого треугольника, до его сторон.

7.2. 1) Высота В/С, проведенная к стороне ЛВ параллелограмма 
АВСО , делит эту сторону на два отрезка А К =  7 см, КО =  
=  15 см. Найдите площадь параллелограмма, если ^ .А =45°.
2) Вычислите площадь трапеции АВСО  с основаниями АО  
и ВС, если ВС =  13 см, АО  =  27 см, СВ =  10 см, ^ В  =  30°.
3) Дан треугольник М К Р . На стороне МК  отметьте точку 
Т так, чтобы площадь треугольника МТР  была втрое мень­
ше площади треугольника М К Р .
4)* В разностороннем треугольнике большая сторона состав­
ляет 0,75 от суммы двух других. Точка М, принадлежащая 
этой стороне, является концом биссектрисы треугольника. 
Найдите расстояние от точки М до меньшей стороны тре­
угольника, если меньшая высота треугольника равна 4 см.

7.3. 1) В треугольнике АВС  высоты А А Х и ВВ, равны соответст­
венно 5 и 7 см, ВС =  21 см. Найдите АС.
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2) В трапеции АВСО угол В А й  прямой. Диагональ АС рав­
на боковой стороне СО и составляет с ней угол 90°. Высота 
трапеции СК равна 6 см. Найдите площадь трапеции.
3) Постройте параллелограмм, имеющий такую же пло­
щадь, как данный треугольник.
4)* В выпуклом четырехугольнике АВСО  проведены диа­
гонали. Известно, что площади треугольников АВО, А С 0 9 
ВСО равны. Докажите, что данный четырехугольник яв­
ляется параллелограммом.

7.4. 1) В треугольнике М РК М Р =  14 см, РК  =  21 см, высота 
КК\ равна 18 см. Найдите высоту АШ,.
2) В трапеции АВСО  ^.>4=90°. Высота СК составляет с 
диагональю АС  и боковой стороной СО углы, равные 45°, 
Л/С =  8 с м . Найдите площадь трапеции.
3) Постройте треугольник, имеющий такую же площадь, 
как данный параллелограмм.
4)* В выпуклом четырехугольнике АВСО проведены диаго­
нали. Известно, что площади треугольников АВО  и АСО рав­
ны, а площади треугольников А СО и ВСО не равны. Дока­
жите, что данный четырехугольник является трапецией.

Задание 8 

ПОДОБИЕ ТРЕУГОЛЬНИКОВ

8.1. 1) На рисунке 259 АВ =  7,5, В С =  10,5, ВЕ =  2,5, ВО =  3,5.
а) Докажите, что прямые ОЕ и АС  параллельны.
б) Найдите отношение периметров и площадей треуголь­
ников АВС  и ЕВО.
2) АС — диагональ прямоугольника АВСО. Основание пер­
пендикуляра В/С, проведенного к этой диагонали, делит ее 
на части 3 и 9 см. Найдите площадь прямоугольника.
3)* Диагональ трапеции с основаниями 4 и 16 см делит ее 
на два подобных треугольника. Найдите длину этой диа­
гонали.

8.2. 1) АВСО  — трапеция, А К : К В  =  2:7 (рис. 260).
а) Докажите, что Р К - В К  — АК-КС.
б) Найдите отношение площадей и периметров треуголь­
ников А Р К  и КВС.
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2) Диагонали ромба АВСО  пересекаются в точке О, 
О/С — перпендикуляр к стороне А В , 0/С =  4Д/зГ см- Най­
дите периметр ромба, если ОВ =  8 см.
3)* В выпуклом четырехугольнике АВСО АВ =  6 см, 
ВС =  9 см, СО = 1 0  см, Ь а  =  25 см, ЛС =  15 см. Докажите, 
что четырехугольник АВСО  — трапеция.

8*3. 1) Прямые МЫ и СО параллельны (рис. 261).
а) Докажите, что ОМ>оЬ =  ОС>ОЫ.
б) Найдите отношение площадей и периметров треуголь­
ников ОМЫ и ОСО, если ОМ =  2 см, МС =  3 см.
2) АВСО  — прямоугольник, ОО — высота треугольника 
Л СО. Найдите периметр прямоугольника, если 0 0  =  4,8 см, 
>40 =  3,6 см.
3)* Диагональ трапеции, равная 6 см, делит ее на два по­
добных треугольника. Найдите меньшее основание, если 
большее равно 12 см.

8.4. 1) На рисунке 262 ОМ =  13,5 см, О К =  27 см, ОЫ =  Ъ,Ъ см, 
0 Я =  11 см.
а) Докажите, что прямые МЫ и КР  параллельны.
б) Найдите отношение площадей и периметров треуголь­
ников ОМЫ и ОКР .
2) Найдите площадь ромба АВСО,  если основание пер­
пендикуляра, проведенного из точки пересечения диагона­
лей до одной из сторон, делит ее на отрезки 2 и 8 см.
3)* Докажите, что прямые АВ  и СО параллельны, если 
четырехугольник АВСО  выпуклый и ЛВ =  9 см, ВС =  8 см, 
СО =  16 см, АО =  6 см, ВО =  12 см.

Задание 9

СООТНОШЕНИЕ МЕЖДУ СТОРОНАМИ И УГЛАМИ 
ПРЯМОУГОЛЬНОГО ТРЕУГОЛЬНИКА

9.1. 1) В треугольнике ЛВС С =  90°, ВС =  7,9, Л С =  16,3. Най­
дите неизвестные элементы этого треугольника.
2) В равнобедренном треугольнике боковая сторона равна 
15 см, а угол при вершине 140°. Найдите основание тре­
угольника.
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3) Сторона ромба равна а, а его острый угол а. Найдите 
диагонали ромба.
4)* В остроугольном треугольнике АВС  найдите отноше­
ние синусов углов А и В, если ВС =  а, АС =  Ь.

9.2. 1) В треугольнике МКЕ 2-М =  90°, /СЕ=12,5, /СЛ4 =  10,24. 
Найдите неизвестные элементы этого треугольника.
2 ) .В равнобедренном треугольнике высота, опущенная на 
основание, равна 17 см, а угол при вершине 130°. Найдите 
основание треугольника.
3) Острый угол ромба равен а, а его большая диагональ 
равна й. Найдите сторону ромба и другую диагональ.
4)* В остроугольном треугольнике АВС  найдите отноше­
ние сторон АВ  и ВС, если синусы углов А и С равны соот­
ветственно р и к

9.3. 1) В треугольнике ЕРК  ^ Я  =  90°, ЕР =  0,29, Я/С=0,195. 
Найдите неизвестные элементы этого треугольника.
2) В равнобедренном треугольнике основание равно 28 см, 
а угол при вершине 70°. Найдите длину боковой стороны.
3) В прямоугольной трапеции основания равны а и 2а, ост­
рый угол равен а. Найдите неизвестные стороны трапеции.
4)* В треугольнике АВС  угол В тупой. Синус внешнего 
угла при вершине В равен х, АВ =  с. Найдите А Су если си­
нус угла АСВ  равен у.

9.4. 1) В треугольнике Р К й  / - К  — 90°, РК  =18 ,2 , /СО =14,9 . 
Найдите неизвестные элементы этого треугольника.
2) В равнобедренном треугольнике основание равно 24 см, 
а угол при вершине 58°. Найдите высоту, опущенную на 
основание треугольника.
3) В прямоугольной трапеции большая боковая сторона 
равна меньшему основанию и равна а. Острый угол равен 
а. Найдите неизвестные стороны трапеции.
4)* В треугольнике АВС  угол С тупой. Синус угла В ра­
вен Ху АС =  Ьу АВ =  с. Найдите синус внешнего угла тре­
угольника при вершине С.

Задание 10

ВПИСАННЫЕ И ОПИСАННЫЕ ОКРУЖНОСТИ

10.1. 1) Окружность с центром О и радиусом /? описана около 
треугольника АВС.  Найдите сторону АВ  треугольника, 
если / ? = 1 6  см, А О А В  =  30°.
2) С помощью циркуля и линейки постройте окружность, 
вписанную в разносторонний треугольник.
3) Найдите радиус окружности, вписанной в треугольник, 
стороны которого равны 16, 17 и 17 см.
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4)* Периметр треугольника равен 20 см. Может ли ради­
ус описанной около него окружности быть равен 3 см?

10.2. 1) Треугольник АВС  вписан в окружность с центром О. 
Найдите радиус окружности, если А С = 24 см, / .СОА =90°.
2) С помощью циркуля и линейки постройте треугольник, 
описанный около данной окружности.
3) В равнобедренном треугольнике боковая сторона равна 
10 см, а медиана, проведенная к основанию, 8 см. Найдите 
радиус окружности, вписанной в этот треугольник.
4)* Радиус окружности, описанной около треугольника, 
равен 5 см. Может ли периметр треугольника быть равен 
30 см?

10.3. 1) В треугольнике АВС / . >4=50°, / . С  =  70°, О — центр 
вписанной в треугольник окружности, ОВ =  10 см. Найди­
те радиус окружности, вписанной в треугольник.
2) С помощью циркуля и линейки постройте окружность, 
описанную около данного тупоугольного треугольника.
3) В некотором остроугольном треугольнике радиус опи­
санной окружности равен одной из сторон. Найдите гра­
дусную меру угла, противолежащего этой стороне.
4)* Периметр треугольника равен 30 см. Может ли ради­
ус окружности, вписанной в этот треугольник, быть рав­
ным 5 см?

10.4. 1) В треугольнике АВС / . А  =  \29°. Радиус окружности, 
вписанной в треугольник, равен 10 см. Найдите расстоя­
ние от центра этой окружности до вершины А.
2) С помощью циркуля и линейки постройте окружность, 
описанную около данного остроугольного треугольника.
3) В некотором остроугольном треугольнике одна из сто­
рон больше радиуса описанной окружности в л/2 раз. 
Найдите угол, противолежащий данной стороне.
4)* Радиус окружности, вписанной в треугольник, равен 
8,4 см. Может ли периметр этого треугольника быть рав­
ным 50 см?

Задание 11 
ВЕКТОРЫ

11.1. 1) Начертите два неколлинеарных вектора к и /?, начала 
которых не совпадают. Постройте векторы, равные:
а) р — к\ 6) р- \ -1-^к.
2) В треугольнике АВС  медианы пересекаются в точке О, 
А х — середина отрезка ВС.
а) Выразите вектор ОАх через векторы О В и ОС.
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б) Возможно ли равенство х А А х =  А хО , где х  — некоторое 
число? Если возможно, найдите х.
3)* Точка М лежит на стороне АС  треугольника ЛВС,
Л А В С =  А А М В  =  90°, ВМ =  2, АМ =  4уШ  =  хСМ.  Найди­
те х.

11.2. 1) Начертите два неколлинеарных вектора а и р .  Построй­
те векторы, равные:
а) — а +  р\
б) 0,5/? + а.
2) В треугольнике ЛВС точка М принадлежит стороне Л С, 
причем А М :М С  =  1:2.
а) Выразите вектор ВМ через векторы ВС и ЛС.
б) Существует ли такое число х , что выполняется равен­
ство хМВ =  СА? Ответ обоснуйте.
3)* Точка М принадлежит стороне АС  треугольника ЛВС,
А М =  1, ЛВ =  5, А А В С =  А А М В  =  90°, АМ =  хСМ.  Най­
дите х.

11.3. 1) Начертите два неколлинеарных вектора х  и у. Построй­
те векторы, равные:
а) *+*/; _
б) х — 0,5//.
2) Точка О — середина стороны НР  квадрата МНРС.
а) Выразите вектор СО через векторы СМ и СЯ.
б) Возможно ли равенство НО =  у Р Н ? Если возможно, то 
найдите у.
3)* Точка М лежит на стороне ЛС треугольника ЛВС, 
^  А В М =  / -С ВМ , АВ =  3, ВС =  2. Выразите вектор МЛ
через вектор МС.

11.4. 1) Начертите два неколлинеарных вектора а и 6, отложен­
ные от разных точек. Постройте векторы, равные:
а) — а — Ь\
б) 0,5л +  Ь.
2) Точка О принадлежит стороне Я/С ромба МЯЯ/С, при­
чем О Я : О/С =  1:2.
а) Выразите вектор МО через векторы МН  и ЯЯ.
б) Существует ли такое число х , что выполняется равен­
ство МО =  хЯ/С? Ответ обоснуйте.
3)* Точка М принадлежит стороне ЛС треугольника ЛВС 
и равноудалена от сторон угла ЛВС, ЛВ =  4, ВС =  5. До­
кажите, что Л М =-|-М С .

о
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Задание 12

МЕТОД КООРДИНАТ НА ПЛОСКОСТИ

12.1. 1) Прямая задана уравнением 2у — Зх-|-6 =  0. Запишите 
координаты каких-либо двух точек Л и В, принадлежащих 
данной прямой, и координаты середины отрезка АВ.
2) Напишите уравнение окружности с центром А ( —3; 2), 
проходящей через точку В (0; — 2).
3) Докажите, что четырехугольник АВСО , заданный коор­
динатами своих вершин А (1; 3), В (3; 1), С (6; 4), О (4; 6),— 
прямоугольник.
4)* Определите, имеют ли общие точки линии, заданные 
уравнениями (х — 3)2 +  (# — 2)2 =  9 и ( х — 9)2 +  (*/ — 10)2 =  4.

12.2. 1) Найдите длину медианы, проведенной из вершины 
Р треугольника Н РМ , если точки М , Р, Н имеют координа­
ты (1; И), (8; 2), ( — 15; 9) соответственно.
2) Установите, принадлежит ли точка >4(1; д/З^) окружно­
сти с центром (2; 0) и радиусом, равным 2.
3) Докажите, что параллелограмм АВСО , заданный коор­
динатами своих вершин >4 (4; 1), В (0; 4), С (— 3; 0), 0(1;  — 3), 
является квадратом.
4)* Определите, сколько общих точек имеют линии 

(* +  4)2 +  (*/ +  3)2 =  9 и ( * + 1 ) 2 +  ( у _ 1 ) 2 =  4.

12.3. 1) Найдите координаты концов какого-либо отрезка, лежаще­
го на прямой 3*/ +  5х— 15 =  0, и координаты его середины.
2) Напишите уравнение окружности с центром >4(2; 1), 
проходящей через точку В (5; 5).
3) Докажите, что четырехугольник АВСО , заданный коор­
динатами своих вершин >4(1; 1), В (4; 2), С (5; 5), В (2; 4),— 
ромб.
4)* Используя метод координат, докажите, что система 
уравнений

Г ( * - 1 ) 2 +  ( * / - 2 ) 2 =  4,
1 ( * - 9 ) 2 +  ( г / - 8 ) 2 =  64

имеет только одно решение.
12.4. 1) Вершины треугольника АВС  имеют координаты >4(11; 1), 

В (2; 8), С (9; — 15). Найдите длину медианы, проведен­
ной из вершины В.
2) Установите, принадлежит ли точка с координатами (1; 7) 
окружности с центром (0; 3) и радиусом, равным 3.
3) В параллелограмме АВСО  диагонали пересекаются в 
точке О. Координаты точек >4, В, О равны (1; 1), (— 1; 7), 
(3; 3) соответственно. Докажите, что данный параллело­
грамм является ромбом.

159



4)* Используя метод координат, докажите, что система 
уравнений

СООТНОШЕНИЯ МЕЖДУ СТОРОНАМИ И УГЛАМИ ТРЕУГОЛЬНИКА

13.1. 1) В треугольнике АВС  ^ .>4=40°, ^ . 5  =  35°, ЛС =  0,57. 
С помощью микрокалькулятора вычислите ВС.
2) Две стороны треугольника равны 27,4 и 16,3, а угол 
между ними равен 140°. С помощью микрокалькулятора 
найдите третью сторону треугольника.
3) Определите вид треугольника, если его стороны равны 
И, 12 и 15 см.
4)* В треугольнике АВС АВ =  ВС, А В А С  =  2а, А Е — бис­
сектриса, ВЕ =  а . Найдите площадь треугольника АВС.

13.2. 1) В треугольнике МНК  Л1АГ= 12,5, А М  =  25°, А К  =  50°. 
С помощью микрокалькулятора вычислите МН.
2) Две стороны треугольника равны 0,72 и 0,61, а угол 
между ними равен 130°. С помощью микрокалькулятора 
найдите третью сторону треугольника.
3) Определите вид треугольника, если его стороны равны 
12, 16 и 21 см.
4)* В ромбе АВСО АК  — биссектриса треугольника ВАС , 
^.В>40 =  4ф, ВК =  Ь. Найдите площадь ромба.

13.3. 1) В треугольнике АВС  ВС =  0,75, ^ В  =  40°, А  С =  25°. 
С помощью микрокалькулятора вычислите АС.
2) В треугольнике две стороны равны 12,4 и 15,7, а угол 
между ними равен 160°. Используя микрокалькулятор, 
найдите третью сторону треугольника.
3) Определите вид треугольника, если его стороны равны 
8. 12 и 14 см.
4)* В равнобедренном треугольнике СОЕ (СО =  О Е) 
А О С Е  =  у, СМ — биссектриса. Найдите площадь треуголь­
ника СОМ , если СО =  Ь.

13.4. 1) В треугольнике МЕЕ М Е =  15,7, А М  =  42°, А Е  =  37°. 
С помощью микрокалькулятора вычислите МЕ.
2) В треугольнике две стороны равны 0,36 и 0,17, а угол 
между ними равен 155°. Используя микрокалькулятор, 
найдите третью сторону треугольника.
3) Определите вид треугольника, если его стороны равны 
7, 11 и 14 см.
4)* В ромбе АВСО АР  — биссектриса треугольника СЛО, 
^ В Л О  =  2а, РО =  а. Найдите площадь ромба.

( * — 7)2 +  (*/ —3)2=  16, 
( * - 2 ) 2+(*/ +  9)2 =  49

не имеет решений.

Задание 13
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Задание 14

ДЛИНА ОКРУЖНОСТИ И ПЛОЩАДЬ КРУГА

14.1. 1) Найдите площадь круга, вписанного в квадрат с пло­
щадью, равной 72 дм2.
2) Вычислите градусную меру дуги радиуса 10 см, если ее 
длина равна 5л см.
3) Периметр правильного треугольника, вписанного в 
окружность, равен 45 см. Найдите длину стороны правиль­
ного шестиугольника, вписанного в эту же окружность.
4)* На сторонах правильного восьмиугольника А хА 2...Аъ 
вне его построены квадраты. Докажите, что многоуголь­
ник, образованный вершинами этих квадратов, отличных 
от А и А2у А Ъу ..., Л8, не является правильным.

14.2. 1) Найдите длину окружности, вписанной в правильный 
шестиугольник со стороной 16^3" см.
2) Вычислите градусную меру сектора круга радиуса 
18 см, если площадь этого сектора 18л см .
3) Периметр квадрата, вписанного в окружность, равен 
18 см. Найдите сторону правильного треугольника, впи­
санного в ту же окружность.
4)* На сторонах правильного пятиугольника АВСОЕ  вне 
его построены квадраты. Докажите, что многоугольник, 
образованный вершинами этих квадратов, отличных от А , 
В, С, О у Еу не является правильным.

14.3. 1) Найдите площадь квадрата, если площадь вписанного 
в него круга равна 144л см2.
2) Вычислите длину дуги радиуса 8 см, если ее градусная 
мера равна 150°.
3) Длина стороны правильного шестиугольника, вписан­
ного в окружность, равна 7 см. Найдите периметр пра­
вильного треугольника, вписанного в ту же окружность.
4)* На сторонах правильного шестиугольника А В С й Е Т  
вне его построены квадраты. Докажите, что многоуголь­
ник, образованный вершинами этих квадратов, отличных 
от Ау Ву Су Оу Еу Ту является правильным.

14.4. 1) Длина окружности, вписанной в правильный шести­
угольник, равна 12 дм. Найдите площадь шестиугольника.
2) Вычислите площадь кругового сектора, если градусная 
мера его дуги равна 120°, а радиус круга равен 12 см.
3) Длина стороны правильного треугольника, вписанного 
в окружность, равна 8 см. Найдите периметр квадрата, 
вписанного в ту же окружность.
4)* На сторонах правильного девятиугольника А хА 2...А9 
вне его построены квадраты. Докажите, что многоуголь­
ник, образованный вершинами этих квадратов, отличных 
от А 1у А 2у ..., Л9, не является правильным.
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Задание 15
ИТОГОВОЕ ПОВТОРЕНИЕ КУРСА ПЛАНИМЕТРИИ

15.1. В прямоугольном треугольнике ЛВС ( ^ С  =  90°) С В — 
высота, ЛС =  3 с м , СВ =  2,4 см.
1) Найдите ЛВ.
2) Найдите з т  А и I% ОСА.
3) Докажите подобие треугольников АВС  и ЛВС, найдите 
неизвестные стороны треугольника АВС  и его площадь.
4) Выразите вектор СО через векторы СВ и ВЛ.
5) С помощью циркуля и линейки постройте окружность, 
описанную около треугольника ЛВС, и найдите площадь 
круга.
6)* Введите систему координат так, чтобы точка С была 
началбм координат, а точка А принадлежала оси абсцисс. 
Запишите уравнение окружности, вписанной в треуголь­
ник ЛВС, в этой системе координат. (Рассмотрите любой 
из возможных случаев.)

15.2. В параллелограмме АВСО АВ =  6 см, ЛВ =  8 см и 
^ В Л В  =  60°.
1) Найдите длину высоты В/С, проведенной из вершины 
В к стороне ЛВ, и площадь параллелограмма.
2) Найдите длину большей диагонали параллелограмма.
3) Определите вид треугольника ВСВ, если точка Е при­
надлежит стороне ВС и луч ОЕ — биссектриса угла ЛВС.
4) Выразите вектор ОЕ  через векторы СВ и СВ.
5) С помощью циркуля и линейки постройте высоту из 
вершины В к стороне СВ.
6)* Введите систему координат так, чтобы точка К была 
началом координат, а точка Л принадлежала оси абсцисс. 
Запишите уравнение окружности, описанной около тре­
угольника /(ЛВ, в этой системе координат. (Рассмотрите 
любой>из возможных случаев.)

15.3. В равнобедренной трапеции АВСО  основания ЛВ и ВС со­
ответственно равны 10 и 6 см, ^ Л = 3 0 ° .
1) Найдите высоту ВЕ  и площадь трапеции.
2) Докажите подобие треугольников ЛОВ и ВОС и найди­
те отношение их периметров, если О — точка пересечения 
диагоналей трапеции.
3) Найдите площадь треугольника ЛСВ.
4) Выразите вектор ВЕ  через векторы Л В и ЛВ.
5) При помощи циркуля и линейки постройте среднюю 
линию трапеции АВСО .
6)* Введите систему координат так, чтобы точка Е была 
началом координат, а точка В принадлежала оси ординат. 
Запишите уравнение окружности, описанной около тре-
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угольника АВЕ  в этой системе координат. (Рассмотрите 
любой из возможных случаев.)

15.4. В равнобедренном треугольнике АВС АВ=*ВС =  5 см, 
>4С =  6 с м , ВО и А К  — высоты.
1) Найдите ВО и площадь треугольника АВС.
2) Найдите соз ВАС  и 1%АВЬ.
3) Докажите, что треугольники АКС  и ВОС  подобны, и 
найдите длину СК.
4) Выразите вектор АК  через векторы АС  и СВ.
5) С помощью циркуля и линейки постройте окружность, 
вписанную в треугольник А В С , и найдите ее длину. (Чер­
теж к задаче можно повторить заново.)
6)* Введите систему координат так, чтобы точка О была 
началом координат, а точка В принадлежала оси ординат. 
Запишите уравнение прямой АВ  в этой системе коорди­
нат. (Рассмотрите любой из возможных случаев.)

Задание 16

ВЗАИМНОЕ РАСПОЛОЖЕНИЕ ПРЯМЫХ В ПРОСТРАНСТВЕ.
ПРЯМАЯ И ПЛОСКОСТЬ В ПРОСТРАНСТВЕ

16.1. 1) Даны трапеция АВСО  с основаниями АО  и ВС и точка 
М, не лежащая в плоскости этой трапеции. Докажите, что 
прямая АО  параллельна плоскости треугольника ВМС.
2) Прямая М К У не лежащая в плоскости АВСУ параллель­
на стороне АВ  параллелограмма АВСО.  Выясните взаим­
ное расположение прямых МК  и АО  и найдите угол меж­
ду ними, если угол АОС  равен 130°. *.»*•• >
3)* Точка М не лежит ни на одной из двух скрещивающих­
ся прямых. Докажите, что через эту точку проходит пло­
скость, параллельная каждой из этих прямых, и притом 
только одна.

16.2. 1) Даны прямоугольник АВСО  и точка М, не лежащая в 
плоскости этого прямоугольника. Докажите, что прямая 
СО параллельна плоскости АВМ.
2) Прямая КМ параллельна стороне АВ  треугольника 
АВС  и не лежит в его плоскости. Выясните взаимное рас­
положение прямых МК  и АС  и найдите угол между ними, 
если угол ВАС  равен 145°.
3)* Прямая а параллельна некоторой плоскости. Докажи­
те, что в этой плоскости можно провести прямую, парал­
лельную прямой а. Сколько таких прямых можно провести?

16.3. 1) Середины сторон СК и ЕК  треугольника СЕК лежат 
в плоскости а, а сторона СЕ не лежит в этой плоскости. 
Докажите, что прямая СЕ параллельна плоскости а.
2) Прямая /?, не лежащая в плоскости АВ С У параллельна
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основанию АО  трапеции АВСО.  Выясните взаимное рас­
положение прямых р и СО и найдите угол между ними, 
если угол ВСО равен 125°.
3)* Прямая а и параллельная ей плоскость а не прохо­
дят через точку М. Докажите, что через точку М проходит 
прямая, параллельная прямой а и плоскости а, и притом 
только одна.

16.4. 1) Точки М и Н — середины боковых сторон АВ  и СО тра­
пеции АВСО.  Точка Р  не лежит в плоскости этой трапеции. 
Докажите, что прямая ВС параллельна плоскости МРН.
2) Прямая р не лежит в плоскости АВС  и параллельна пря­
мой АВ. Выясните взаимное расположение прямых р и ВС и 
найдите угол между ними, если угол АВС  равен 115°.
3)* Даны точки А , В, С, О, не лежащие в одной плоско­
сти. Докажите, что через точку О прбходит хотя бы одна пря­
мая, параллельная плоскости АВС  и скрещивающаяся с 
прямой АВ.

Задание 17 

ПАРАЛЛЕЛЬНОСТЬ ПРЯМЫХ И ПЛОСКОСТЕЙ

17.1. 1) В тетраэдре АВСО  точки М, К и Р  являются середина­
ми ребер АВ, ВС и ВО.  Докажите, что плоскость МКР  па­
раллельна плоскости АОС.  Вычислите площадь треуголь­
ника МКР,  если площадь треугольника АОС  равна 48 см2.
2) Дан параллелепипед АВС О АхВ хСхО х. Точка М лежит в 
плоскости грани А В В ХА Х, и М ^А В .  Постройте сечение па­
раллелепипеда плоскостью, проходящей через точку М и 
параллельной плоскости АВС.
3) Дан параллелограмм АВСО.  Точка Е не лежит в плос­
кости ВСО.  Можно ли через прямую ЕА и точки В и 
С провести плоскость?
4)* Точка Р  лежит на ребре АВ  параллелепипеда 
АВС ОАхВ хСхО х. Постройте сечение параллелепипеда плос­
костью, проходящей через точку Р и параллельной плоско­
сти у4,Ь,С.

17.2. 1) В тетраэдре ОАВС  точки К, Е и М являются середина-, 
ми ребер А С , ОС, ВС. Докажите, что плоскость КЕМ па­
раллельна плоскости АОВ.  Вычислите площадь треуголь­
ника АОВ,  если площадь треугольника КЕМ равна 27 см2.
2) Дан параллелепипед АВС ОАхВ хСхО х. Точка Р лежит в 
плоскости грани ВССХВ Х и не принадлежит ребру ССХ. По­
стройте сечение параллелепипеда плоскостью, проходя­
щей через точку Р и параллельной плоскости С,СО.
3) Даны ромб АВСО  и точка Р, не лежащая в плоскости 
АСО. Как расположены прямая ВО и плоскость АСЕ?
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4)* Точка М лежит на ребре А А Х параллелепипеда 
АВС О АхВ хСхО х. Постройте сечение параллелепипеда плос­
костью, проходящей через точку М  и параллельной плос­
кости В хСхО.

17.3. 1) В параллелепипеде АВСОАхВ хСхОх точка М — середина 
ребра А А Х. Найдите площадь сечения параллелепипеда пло­
скостью, проходящей через точку М параллельно плоскости 
А В хО ]у если площадь треугольника А В хО х равна 56 см2.
2) В тетраэдре ОАВС  точки М, Я, К — середины ребер 
А О , ВО и ВС соответственно. Постройте сечение паралле­
лепипеда плоскостью МРК.
3) В параллелепипеде АВСОАхВ хСхО х точки М и К — сере­
дины ребер АВ  и СС, соответственно. Можно ли провести 
плоскость через точки /С, С,, М  и точку пересечения диаго­
налей грани А А ХВ ХВ?
4)* В тетраэдре ОАВС ООх — медиана грани АВО.  Точки 
Е и Р  — середины отрезков ВС и ООх соответственно. Точка 
К принадлежит ребру ОС, причем 0/С:/СС =  4 : 1. Постройте 
сечение тетраэдра плоскостью РКЕ.

17.4. 1) В тетраэдре ОАВС  точка М — середина ребра АО.  
Определите площадь грани ОВС, если площадь сечения 
тетраэдра плоскостью, проходящей через точку М парал­
лельно этой грани, равна 31 см2.
2) В параллелепипеде АВС О АхВ хСхО х точки М, Н и Р — 
середины ребер В,С,, СС, и ОО, соответственно. Построй­
те сечение параллелепипеда плоскостью МРН.
3) В параллелепипеде А ВС О АхВ хСхО х точка Е — середина 
ребра АВ.  Определите взаимное расположение прямой 
А В Х и плоскости ССХЕ.
4)* В тетраэдре ОАВС М — точка пересечения медиан грани 
АВОу К — середина ребра ОС, точка Е лежит на ребре А С, 
А Е : Е С = 1 :4. Постройте сечение тетраэдра плоскостью КМЕ.

Задание 18

ПЕРПЕНДИКУЛЯРНОСТЬ ПРЯМЫХ И ПЛОСКОСТЕЙ

18.1. 1) Через вершину К треугольника ОКР  проведена прямая 
КМ, перпендикулярная плоскости этого треугольника. И з­
вестно, что /(УИ=15 см, О Я =  12 см, ОК =  Р К = Ю  см. 
Найдите расстояние от точки М до прямой ОР.
2) Дан прямоугольный параллелепипед А В С О А хВ хСхО х. 
Найдите двугранный угол В хАО В , если известно, что четырех­
угольник АВСО — квадрат, А С = 6 ^ 2  см, А В Х — 4Д/3^ см.
3)* Дан прямоугольный параллелепипед, угол между пря­
мыми Л,С и ВО прямой. Определите вид четырехугольника 
АВСО.
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18.2. 1) Через вершину прямого угла С равнобедренного тре­
угольника СОЕ проведена прямая С Л  перпендикулярная 
к его плоскости. Найдите расстояние от точки Р до пря­
мой ОЕ, если СР =  8 см, С Е = \ 5 ^ / 2  см.
2) Дан прямоугольный параллелепипед АВС ОАхВ хСхО х. 
Найдите двугранный угол АО САх, если Л С = 1 3  см, 
й С  =  5 см, А А Х =  12Л/3 см.
3)* Дан куб АВ С О А хВ хСхО х. Найдите угол между прямы­
ми В ХС и А С Х.

18.3. 1) Через вершину К  треугольника КМР  проведена прямая 
КЕ , перпендикулярная плоскости этого треугольника. Рас­
стояние от точки Е до прямой МР  равно 2 л/аТ  с м . Найдите 
КМ,  если КЕ =  8 см, МР =  2 л/21 см, МК =  КР.
2) Дан прямоугольный параллелепипед АВС ОАхВ хСхО х. 
Найдите двугранный угол СхА О В , если ВО =  6л/2  см, 
А й  =  6 см, А А Х =  2Л/3 см.
3)* Дан куб А В С О А хВ хСхО х. Найдите угол между прямы­
ми А ХС и ВО.

18.4. 1) Через вершину прямого угла равнобедренного треуголь­
ника М НК  проведена прямая МР,  перпендикулярная его 
плоскости. Расстояние от точки Р  до прямой НК  равно 
13 см, МН =  5Л/2 см. Найдите РМ.
2) Дан прямоугольный параллелепипед АВС ОАхВ хСхО х. 
Найдите двугранный угол СхАОС,  если ДС =  25 см, 
АО =  АЛ^2Л см, А А Х =  17 см.
3)* Дан прямоугольный параллелепипед АВС О АхВ хСхО х, 
угол между прямыми В ХС и ОС, равен 60°, 6 ,С  =  ОС,. 
Определите вид четырехугольника В В ХСХС.

Задание 19,

МНОГОГРАННИКИ

19.1. 1) Основанием прямой призмы А ВС О АхВ хСхО х является 
параллелограмм АВСО со сторонами 4 и 8 см, ^ 6 Л О  =  60°. 
Диагональ 6 ,0  призмы образует с плоскостью основания 
угол 30°. Найдите площадь боковой поверхности призмы.
2) Высота основания правильной треугольной пирамиды рав­
на 5 см, а двугранный угол при стороне основания равен 45°.
а) Найдите площадь поверхности пирамиды.
б)* Найдите расстояние от вершины основания до проти­
воположной боковой грани.

19.2. 1) Основанием прямой призмы АВ С О А хВ хСхО х является 
параллелограмм со сторонами 2 л/2 и 2 см, /1 А О С =  135°.
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Диагональ А ХС призмы образует с плоскостью основания 
угол 60°. Найдите площадь боковой поверхности призмы.
2) Диагональ основания правильной четырехугольной пи­
рамиды равна см, а двугранный угол при стороне
основания равен 60°.
а) Найдите площадь поверхности пирамиды.
б)* Найдите расстояние от центра основания до боковой 
грани.

19.3. 1) Основанием прямой призмы А В С О А хВ хСхО х является 
параллелограмм АВСО  со сторонами 6 и 3 см и углом В, 
равным 60°. Диагональ А С Х призмы образует с плоско­
стью основания угол 60°. Найдите площадь боковой по­
верхности призмы.
2) Сторона основания правильной треугольной пирамиды 
равна 3 см, а двугранный угол при стороне основания ра ­
вен 45°.
а) Найдите площадь поверхности пирамиды.
б)* Найдите расстояние от вершины основания до проти­
воположной боковой грани.

19.4. 1) Основанием прямой призмы АВСОАхВ хСхО х является па­
раллелограмм АВСО со сторонами и 2 см, ^ В С й  =
=  150°. Диагональ ВВ), составляет с плоскостью основания 
угол 45°. Найдите площадь боковой поверхности призмы.
2) Высота правильной четырехугольной пирамиды равна 
4 см, а двугранный угол при стороне основания равен 30°.
а) Найдите площадь поверхности пирамиды.
б)* Найдите расстояние от центра основания до боковой 
грани.

Задание 20

ВЕКТОРЫ В ПРОСТРАНСТВЕ

20.1. 1) Дан параллелепипед АВС О АхВ хСхО х. Назовите один из 
векторов, начало и конец которого являются вершинами 
параллелепипеда, равный:
а) Л ^  +  ВС +  Ш ^ + О Э ; б) ЛВ — СС^
2) Дан тетраэдр АВСО.  Точка М — середина ребра ВС,
точка N — середина отрезка ОМ.  Выразите вектор АЫ че­

рез векторы Ь = А В ,  с = А С , й =  АО.
3) Дан параллелепипед АВС О АхВ хСхО х. Медианы тре­
угольника АВО  пересекаются в точке Р. Разложите век­

тор В ХР по векторам а =  В,Л,, Ь =  В хСи с^=ВхВ.
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4)* Известно, что ОЛ4 =  0,Ю>4 +  0,20В  +  0,70С . Д окаж и­
те, что точки >4, В, С и М леж ат в одной плоскости.

20.2. 1) Дан параллелепипед АВС ОАхВ хСхО х. Назовите один из 
векторов, начало и конец которого являются вершинами 
параллелепипеда, равный:
а) В \ С \ - \ ~ А В В В \ - \ ~ В \ А \  б) ОС — ВВ,.
2) Дан тетраэдр АВСО.  Медианы треугольника ВОС пере­
секаются в точке М 9 точка К — середина отрезка АМ.  Вы­

разите вектор В К через векторы Ь =  А В У с =  А С, й =  АО.
3) Дан параллелепипед >4В0О>4,В,С,О,. Диагонали парал­
лелограмма >4,В,С,О, пересекаются в точке О,. Разлож и­

те вектор >40, по векторам а =  А В у Ъ =  А О у с = А А х.

4)* Известно, что 0 0  =  2 0 А +  0,5ОВ— 1,50С. Докажите, 
что точки Ау Ву С и О леж ат в одной плоскости.

20.3. 1) Дан параллелепипед >4В0О>4,В,С,О,. Назовите один из 
векторов, начало и конец которого являются вершинами 
параллелепипеда, равный:
а) ВС + 0 , 0 , +>4,>4 +  0,>4,; б) 0 , 0 , —А ХВ.
2) Дан тетраэдр АВСО.  Точка К — середина медианы ОМ
треугольника АОС.  Выразите вектор ВК  через векторы 
а =  ВАу с =  ВСу (1 =  ВО.
3) Дан параллелепипед АВС ОАхВ хСхО х. Медианы тре­
угольника АС Ох пересекаются в точке М. Выразите век­

тор ВМ через векторы В А = а у В В Х =  Ь9 В С = с .

4)* Известно, что 0>4 =0,10Л< +  0,50В +  0,40С. Д окаж и­
те, что точки >4, В у С и М лежат в одной плоскости.

20.4. 1) Дан параллелепипед АВС ОАхВ хСхО х. Назовите один из 
векторов, начало и конец которого являются вершинами 
параллелепипеда, равный:
а) >4 В +  0 ,0  +  СО +  0>4; б) А хО х — СХС.
2) Дан тетраэдр АВСО.  Медианы треугольника АВС  пе­
ресекаются в точке /С, точка М — середина отрезка ОК.

Выразите вектор АМ  через векторы 0 > 4 = а , ОВ =  6, ОС =  с.
3) Дан параллелепипед >4ВС0Л,В,С,0,, точка О — сере­
дина отрезка В ХС. Выразите вектор >40 через векторы 

А В=Т)У А О = 3 , А4, =  а.

4)* Известно, что 0>4 =  0 0  +  2 ,5 0 0  —2,50В. Докажите, 
что точки >4, Ву С и О лежат в одной плоскости.
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Задание 21 
МЕТОД КООРДИНАТ В ПРОСТРАНСТВЕ

21.1. 1) Даны точки Р (  1; 0; 2), Н (  1; д/ЛГ; 3), К ( — 1; 0; 3), 
М (— 1; — 1; 3). Найдите угол между векторами РН  и КМ.
2) Найдите скалярное произведение Ь ( а — 2Ь), если |а |= 2 ,  
|6 |= 4 ,  угол между векторами а и Ь равен 135°.
3) Длина ребра куба А В С Ъ А 1В 1С1О х равна 2а, точка Р — 
середина отрезка ВС. Найдите:
а) расстояние между серединами отрезков В хй  и АР;
б) угол между прямыми В,/) и АР.
4)* Дан вектор а{0; 2; 0}. Найдите множество точек М, 
для которых ОМ-а =  0, если О — начало координат.

21.2. 1) Даны точки А (2; — 1; д/2), С(1; — 2; 0), В (1; — 3; 0), 
0 (2 ;  — 2; 0). Найдите угол между векторами СА и ОВ.
2) Д л и н ы  векторов т и п  равны 3 и 2, угол между ними 
равен 150°. Найдите скалярное произведение п(т-\-п).
3) Длина ребра куба ЛВСОЛ,В,С,0, равна 46, точка Е — 
середина отрезка В ХВ. Найдите:
а) расстояние между серединами отрезков АЕ  и ВО,;
б) угол между прямыми АЕ  и ВО,.
4)* Даны векторы а { 7; 0; 0} и 6(0; 0; 3}.
Найдите множество точек М, для каждой из которых вы­
полняются условия ОМ>а =  0 и ОМ*Ь =  0, если О — нача­
ло координат.

21.3. 1) Даны точки В(2; 0; 1), М (3; У^Г; 1), Р ( 3; 0; — 1),
/С(3; — 1; — 1). Найдите угол между векторами ЕМ и В/С.
2) Угол между векторами с и й  равен 120°, | с |= 3 ,  |3 |= 5 .  
Найдите скалярное произведение (с — с1)'с1.
3) Дан куб у4ВС0у4,В,С,0, с  ребром, равным 4с, точка 
Е — середина отрезка ОС. Найдите:
а) расстояние между серединами отрезков >4,С и АР\
б) угол между прямыми А хС и АР.
4)* Дан вектор с {0; 0; — 5}. Найдите множество точек Я,
для которых выполняется условие с*ОР =  0, если О — на­
чало координат. _

21.4. 1) Даны точки /С (0; — 2; 1), Е (\[2 ; —  1; 2), 0 (0 ;  — 2; 2),
Р ( 0; — 3; 1). Найдите угол между векторами КЕ  и ЯО.
2) Длины векторов а и р  равны соответственно 4 и 3, угол 
между ними равен 150°. Найдите скалярное произведение 
(р — а) а.
3) Длина ребра куба у4ВС0у4,В,С,0, равна 2с, точка М — 
середина ребра В,С,. Найдите:

169



а) расстояние между серединами отрезков А ХМ и В й х\
б) угол между прямыми А ХМ и В О х.
4)* Даны векторы с {0; — 2; 0} и Ь {0; 0; 5}. Найдите мно­
жество точек Е9 для каждой из которых выполняются усло­

вия ОЕ'Ь =  0, ОЕ>с =  0, если О — начало координат.

Задание 22

ЦИЛИНДР. КОНУС. ШАР

22.1. 1) Все стороны квадрата с диагональю, равной 8^/2  см, 
касаются шара. Найдите расстояние от центра шара до 
плоскости квадрата, если радиус шара равен 5 см.
2) Через вершину конуса проведена плоскость, пересекаю­
щая основание по хорде, стягивающей дугу в 90°. Найдите 
площадь поверхности конуса, если его образующая равна

а угол в сечении при вершине конуса равен 60°.
3)* В задаче 2 найдите расстояние от центра основания 
до плоскости сечения.

22.2. 1) Все стороны равностороннего треугольника касаются 
шара, радиус шара равен 5 см, а сторона треугольника 
6 Д/3 см. Найдите расстояние от центра шара до плоско­
сти треугольника.
2) Цилиндр пересечен плоскостью, параллельной оси, так, 
что в сечении получился квадрат с диагональю, равной 
а У 2 см. Сечение отсекает от окружности основания дугу 
в 60°. Найдите площадь полной поверхности цилиндра.
3)* В задаче 2 найдите расстояние от оси цилиндра до 
диагонали сечения.

22.3. 1) Все вершины квадрата со стороной, равной см, ле­
жат на сфере. Расстояние от центра сферы до плоскости 
квадрата равно 4 см. Найдите радиус сферы.
2) Через вершину конуса проведена плоскость, отсекаю­
щая от окружности основания ее четверть. Найдите пло­
щадь полной поверхности конуса, если радиус основания 
равен /?, а угол в сечении при вершине конуса равен 60°.
3)* В задаче 2 найдите расстояние от центра основания 
до плоскости сечения.

22.4. 1) Вершины равностороннего треугольника со стороной 
4 УЗ см принадлежат сфере. Расстояние от центра сферы до 
плоскости треугольника равно 3 см. Найдите радиус сферы.
2) Цилиндр пересечен плоскостью, параллельной оси. Д иа­
гональ сечения вдвое больше радиуса основания, равного /?. 
Найдите площадь полной поверхности цилиндра, если се­
чение отсекает от окружности основания ее четверть.
3)* В задаче 2 найдите расстояние от оси цилиндра до 
диагонали сечения.
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Задание 23

ОБЪЕМЫ ТЕЛ

23.1. 1) В правильной треугольной пирамиде боковые ребра 
наклонены к основанию под углом 60°, длина бокового 
ребра 8 см. Найдите объем пирамиды.
2) В конусе через его вершину под углом <р к плоскости 
основания проведена плоскость, отсекающая от окружно­
сти основания дугу в 2а. Радиус основания конуса равен 
/?. Найдите объем конуса.
3)* В пирамиде, данной в задаче 1, найдите расстояние 
между ребрами, лежащими на скрещивающихся прямых.

23.2. 1) В правильной четырехугбльной пирамиде боковые ребра 
наклонены к основанию под углом 60°, длина бокового 
ребра равна 10 см. Найдите объем пирамиды.
2) В цилиндре проведена плоскость, параллельная его 
оси, которая отсекает от окружности основания дугу в 2а. 
Диагональ полученного сечения составляет с осью цилинд­
ра угол ф и удалена от нее на расстояние, равное с1. Н ай­
дите объем цилиндра.
3)* В пирамиде, данной в задаче 1, найдите расстояние от 
диагонали основания до скрещивающегося с ней бокового 
ребра.

23.3. 1) В правильной треугольной пирамиде плоский угол при 
вершине равен 60°, длина бокового ребра равна 4 см. 
Найдите объем пирамиды.
2) В конусе через его вершину под углом ф к плоскости 
основания проведена плоскость, отсекающая от окружно­
сти основания дугу а. Высота конуса равна А. Найдите 
объем конуса.
3)* В пирамиде, данной в задаче 1, найдите расстояние 
между ее скрещивающимися ребрами.

23.4. 1) В правильной четырехугольной пирамиде плоский угол 
при вершине равен 60°, длина бокового ребра равна 
8 см. Найдите объем пирамиды.
2) В цилиндре проведена плоскость, параллельная его оси, 
которая отсекает от окружности основания дугу ф. Диагональ 
полученного сечения равна 2т и удалена от оси цилиндра на 
расстояние, равное /п. Найдите объем цилиндра.
3)* В пирамиде, данной в задаче 1, найдите расстояние от 
диагонали основания до скрещивающегося с ней бокового 
ребра.
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Задание 24.

ИТОГОВОЕ ПОВТОРЕНИЕ КУРСА СТЕРЕОМЕТРИИ

24.1. В правильной четырехугольной пирамиде МАВСО  сторо­
на основания равна 6, а боковое ребро 5. Найдите:
1) площадь боковой поверхности пирамиды;
2) объем пирамиды;
3) угол наклона боковой грани к плоскости основания;
4) скалярное произведение векторов (АО-\-АВ)*АМ\
5) площадь описанной около пирамиды сферы;
6)* угол между ВО  и плоскостью ОМС.

24.2. В правильной треугольной пирамиде МАВС  сторона осно­
вания равна 4Д /з\ а боковое ребро 5. Найдите:
1) площадь боковой поверхности пирамиды;
2) объем пирамиды;
3) угол между боковым ребром и плоскостью основания;
4) скалярное произведение векторов ^ (М В-\ -М С )*ЕА,
где Е — середина ВС;
5) объем вписанного в пирамиду шара;
6)* угол между стороной основания и плоскостью боковой 
грани.

24.3. В правильной четырехугольной пирамиде МАВСО  боковое 
ребро равно 8 и наклонено к плоскости основания под уг­
лом 60°. Найдите:
1) площадь боковой поверхности пирамиды;
2) объем пирамиды;
3) угол между противоположными боковыми гранями;

4) скалярное произведение векторов ^ ( М А  +  А1С)*Л1В, 
где Е — середина ОС;
5) объем описанного около пирамиды шара;
6)* угол между боковым ребром, АМ  и плоскостью ОМС.

24.4. В правильной треугольной пирамиде МАВС  сторона осно­
вания равна 2 у З , а боковые грани наклонены к основа­
нию под углом 60°. Найдите:
1) площадь боковой поверхности пирамиды;
2) объем пирамиды;
3) угол между боковым ребром и плоскостью основания;
4) скалярное произведение векторов (МС-\-МВ)*ОМ,
где О — основание высоты пирамиды;
5) площадь вписанной в пирамиду сферы;
6) угол между МЕУ где Е — середина ВС, и плоскостью АМС.



ОТВЕТЫ, УКАЗАНИЯ, РЕШЕНИЯ

1.1. 2) а) АО, КС, КМ; б) О/С, КС, ОС, КМ.
1.2. 2) а) СА, СВ, СР; б) АС, СВ, АВ,  СР.
1.3. 1) Одну или три (см. рис. 263). 2) а) МА, МВ, МС, ЛШ, 

АМ, АК; б) КМ, АМ, МВ, КВ, АВ, МС, ЛШ.
1.4. 1) а) См. рис. 264, а; б) см. рис. 264, б. 2) КС, КЫ, КЕ, КР, 

О/С, ОЛТ; б) КС, АО, КЫ, СО, СЫ, КЕ, КР.
1.5. 1) Одну, четыре или шесть (см. рис. 265). 2) 15.
1.6. 1) Ни одной, одну, две или три (см. рис. 266). 2) 15.
2.1. 1) 12 см или 2 см. 2) 37,9 дм.
2.2. 1) 20 см или 4 см. 2) 0,624 м.
2.3. 1) Не является. 2) 4,3 дм.
2.4. 1) Не является. 2) 5 дм.
2.5. 1) Точка М не может принадлежать отрезку АВ,  так как 

А М - \ - М В ф А В ,  она расположена на прямой а или правее точки 
В, или левее точки А. Пусть для первого случая МВ =  х, тогда, 
учитывая условие, имеем х - ( - 6 + * = 9 ,  т. е. х = 1 ,5 . Тогда 
ЛШ =  1,5, Л4Л=7,5. Аналогично рассматривается второй случай. 
Окончательно имеем МА =  7,Ь см, ЛШ— 1,5 см или ЛМ =  1,5 см, 
МВ =  7,Ь см.
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2) АС  и ВО:
2.6. 1) АЕ =  3 см, АР =  11 см или А Е = \ \  см, АР =  Ъ см. 

У к а з а н и е .  Задача решается аналогично задаче 2.5 (1).
2) АВ  и СО.
2.7. Точка X  не может находиться на прямой АВ  вне отрезка 

АВ. Пусть точка X принадлежит отрезку АВ  и лежит между точ­
ками М и С. Обозначим А Х  =  у. Тогда, учитывая условие, имеем 
у -\-8 — УА~У — 4 = 9 ,  т. е. у =  Ъ. Следовательно, расстояние от 
точки X  до точки М равно 1 и точка X лежит правее точки М. 
Если же точка X  лежит левее точки М, то, аналогично рассуж­
дая, получим еще одну точку, удовлетворяющую условию 
задачи.

2.8. На прямой АВ,  вне отрезка АВ,  на расстоянии 1 от его 
концов (две точки). У к а з а н и е .  Задача решается аналогично 
задаче 2.7.

3.1. 1) Три развернутых и четыре прямых угла. 2) 41° и 49°.
3.2. 1) Три развернутых и четыре прямых угла. 2) 18° и 72°.
3.3. 1) Четыре тупых угла, один развернутый, один прямой, 

четыре острых. 2) а) 45° и 79°; б) 17°.
3.4. 1) Один развернутый угол, один прямой, четыре острых 

и четыре тупых угла. 2) а) 41° и 123°; б) 41°.
3.5. 1) Два прямых, один развернутый, три острых и четыре 

тупых угла; А А О В , А С О В ,  А Е О В ,  А О О В .  2) 165°.
3.6. 1) Один развернутый угол, два прямых, четыре острых 

и три тупых угла; А  ВОС, А й О С ,  А  АОС, АЕО С.  2) 150°.
3.7. 45° 3.8 54°‘ 36°
4л! 1) 115°;" 65°.'2) а) 70°; б) А А О й  и А Е О С  или А  СОЕ и 

А О О В .
4.2. 1) 135°; 45°. 2) а) 30°; б) А Е О С  и А Р О В  или А  АОС  и 

А й О С .
4.3. 1) 117°; 63°. 2) а) Нет; б) 1.
4.4. 1) 36°, 144°. 2) а) Нет; б) 0°.
4.5. 1) Да. 2) 97°30'.
4.6. 1) Да. 2) 142°30/.
4.7. 40°, 140°, 40°, 140°. 4.8. 80°, 100°, 80°, 100°.
5.3. а) 70° 18', 17 дм; б) нет.. 5.4. а) 16 дм, 121°15'; б) нет.
5.5. а) 5 м, 15°; б) нет. 5.6. а) 8 м, 60°; б) нет.
6.5. 2) 10,7 дм. 6.6. 2) 37°40'.
6.7. Пусть прямые, на которых лежат высоты треугольника, 

СР и ВЕ  пересекаются в точке Н. Тогда А Н  — прямая, которой 
принадлежит третья высота. Обозначим точку пересечения этой 
прямой с прямой СВ через X. В таком случае АХ  — искомая вы­
сота. Из равенства треугольников АХ С и ВЕС  следует, что
ВС = 1 7  дм. 6.8. 27°.

7.1. 2) 17°; 34°; 18 см. 7.2. 2) 21°; 90°; 9 см.
7.5. 2) Д у4В О =  Д/4СО, так как А В = А С ,  ОВ =  ОС и 

А А В й =  А А С й .  Из этого следует, что А В А О =  А С А О ,  т. е.
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АО  — биссектриса равнобедренного треугольника АВС.  Отсюда 
имеем, что АЬА-ВС.

7.6. 2) У к а з а н и е .  Задача решается аналогично задаче
7.5 (2).

8.1. 2) 27°. 8.2. 2) 19°. 8.3. 1) 43°. 8.4. 1) 59°.
8.5. 1) Треугольник АКВ  равнобедренный, поэтому А К А В  =  

— АКВА.  Так как А й А В  =  ААВС,  то и ДОЛ/С=  АСВК.  Следова­
тельно, треугольники ОАК  и СВК  равны ( А й А К  =  
=  АСВК,  А А К й  =  А В К С  как вертикальные, и А К = В К ) .  Из ра­
венства этих треугольников вытекает, что А А й В =  А В С А .

2) Д /4 0 В =  А А С В  п о  трем сторонам. Отсюда следует, что 
А й А В =  А С А В ,  т. е. АВ  — биссектриса угла 0/4С.

8.7. 1) Исходя из условия, точки О и С расположены соответ­
ственно между точками А и В, А и Е. А А С В  =  А А й Е ,  так как 
А В = А Е ,  А Э = А С  и А  А общий. Тогда ВС*=Ей.  Кроме того, из 
равенства этих треугольников вытекает, что А А В С =  А А Е Ь  и  
А А О Е — А А С В .  Используя последнее равенство, можно получить, 
что А В й Е =  А  ВСЕ. Тогда А О К В  =  А С К Е  п о  второму призна­
ку равенства треугольников. Отсюда следует, что КВ =  КЕ.

2) Так как треугольники АВС  и А ХВ ХСХ с основаниями АС  и 
Л,С| равнобедренные и А В — А ХВ Х, то А В = А ХВ Х =  ВС =  В ХСХ. По 
условию АМ  и А ХМ Х— медианы этих треугольников, тогда 
ВМ =  В ХМ Х. А А В М =  А А хВ хМ х п о  третьему признаку равенства 
треугольников. Тогда А В = А В Х. В таком случае А А В С  =  
=  А А ХВ ХСХ п о  первому признаку равенства треугольников.

9.5. 1) А А О В =  а Ъ О Е  п о  третьему признаку равенства 
треугольников. Тогда А А О В =  А Ь О Е .  Равенство не нарушится, 
если к обеим его частям прибавить величину угла 5 0 0 .  Следо­
вательно, А А О й =  А В О Е .

9.6. 1) У к а з а н и е .  Из равенства углов РОС и ЕОТ  выте­
кает равенство углов РОЕ  и СОТ. Дальнейшее доказательство 
очевидно.

10.6. 1) У к а з а н и е .  Постройте прямой угол и его биссект­
рису. Тогда угол, смежный с одним из образовавшихся углов, бу­
дет равен 135°.

11.5. 2) А А В С =  ДАМ/С п о  первому признаку равенства 
треугольников. Тогда А В А С — АЫМК. АВ  и МЛ̂  параллельны, 
так как соответственные углы при двух прямых АВ  и МЫ и секу­
щей АК  равны.

12.1. 2) Пусть АК  параллельна прямой ВС (точка К находится 
по ту же сторону от прямой АС,  что и точка В). Тогда К А А А С  и 
А К А В = 90° — 43° =  47°, А В — А К А В = 4 7 °  как накрест лежащие 
углы при параллельных прямых А К  и ВС и секущей АВ.

12.3. 2) Так как ВМ  — биссектриса А  АВС,  то А А В М  =  
=  А М В С = 38°, А А М В =  А М В С  =  38° как накрест лежащие уг­
лы при двух параллельных прямых АМ  и ВС и секущей 
ВМ. А В А М  =  180°— А А В С — 104° как односторонние углы при 
тех же параллельных прямых и секущей ВА.
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12.5. 2) Через вершину В проведем 
луч ВР  параллельно лучам АМ  и СК 
(рис. 267). А А В Р  =  180°— 140° =  40°; 
А Р В С  =  180°— 131° =  49°; А А В С  =  
=  А А В Р + А Р В С  =  89°.

12.6. 2) 46°. У к а з а н и е .  Через 
вершину угла О провести прямую, па­
раллельную лучам МТ  и РК.

12.7. По условию АВ =  ВС. Значит, 
А  АВС  равнобедренный и А А  =  А С  =  
=  80°. Тогда А Е А О  =  80° — 40° =  40°. 
Так как АЕ =  ЕОу то А А Е й  равно-

Р и с. 267 бедренный и А Е А О  =  А Е О А — 40°.
ЕО\ \АС , так как накрест лежащие 

углы ЕОА  и Э АС  при прямых Е й  и АС  и секущей АО  равны. 
А В Е О  =  А В А С  =  зЬ° как соответственные углы при параллель­
ных прямых ЕО  и АС  и секущей АВ.

12.8. 15°. У к а з а н и е .  Решение аналогично задаче 12.7.
13.1. 2) 53°. 13.2. 2) 88°. 13.3. 2) 102°. 13.4. 2) 77°.
13.5. 1) У к а з а н и е .  Постройте лучи А ХМ и А ХЫ параллель­

но соответственно лучам АВ  и АС  и пересекающие сторону ВС 
На них отложите отрезки А ХВ Х =  АВ  и А ХСХ= А С ,  В х и С, соеди­
ните. Теперь докажите: А А хВ хСх =  А А В С  и  В,С,||ВС.

2) Исходя из того, что ^ .1 = 5 1 °  и ^ 2 = 1 2 9 ° ,  можно дока­
зать, что АО\\ВС.  А З  и А Е В С — накрест лежащие при этих 
параллельных прямых ВС  и >40 и секущей ВЕ.  Поэтому 
А Е В С =  А 3  =  52°. Так как ВЕ  — биссектриса А А В С , то 
А А В С = Ю 4 ° .  Отсюда следует, что ^ 4  =  76°.

13.6. 2) 34°. У к а з а н и е .  Решение аналогично задаче 13.5.
13.7*. Через точку С проведем луч СР9 который параллелен

лучам АО  и ВЕ  и расположен с ними по одну сторону от АВ.  Так 
как >40 =  >4 С, т о  треугольник АОС  равнобедренный и 
А А О С =  ААС О.  Кроме того, А А О С =  А О С Р  как накрест леж а­
щие углы при параллельных прямых АО  и СР и секущей ОС. 
Следовательно, С О — биссектриса угла АСР.  Аналогично дока­
зывается, что СЕ — биссектриса угла РСВ. ААСР-\-  А Р С В  =  
=  180°, 2 А О С Р  +  2 А Р С Е = № ° 9 отсюда А О С Р +  А Р С Е  =  
=  90°, т. е. А О С Е  =  90° и ОС А С Е .

13.8*. Точку О соединим отрезками с вершинами А и С. Так 
как АО =  О 0 , то треугольник АОО  равнобедренный и 
А О А О =  А О О  А. Кроме того, А О О А  =  А О  АС как накрест леж а­
щие при параллельных прямых ОЕ  и АС  и секущей >40. Отсюда 
вытекает, что >40 — биссектриса угла ВАС.  Аналогично доказы­
вается, что СО — биссектриса угла ВСА. Мы получим, что точка 
О — точка пересечения биссектрис треугольника. Значит, ВО — 
биссектриса угла АВС.

14.5. 1) А В А О +  А А В О =  А В О К = 7 0 ° .  Так как АК  и ВМ —  
биссектрисы треугольника, то ^>4 +  А В =  140°, ^ .С  =  40°.
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2) Так как сумма внешних углов при вершине А равна 160°, 
то каждый внешний угол равен 80°, а потому сам угол А равен 
100°. Учитывая, что А О — биссектриса угла ВАС,  получаем, что 
А О А С  =  50°, А А й С  равнобедренный и А С  =  А О А С  =  50°.

14.6. 1) А А В К  прямоугольный, и ^ 5  =  60°, отсюда следует, 
что А  В А К = 3 0 ° . Аналогично из треугольника АВМ  находим, 
что А А В О  =  18°. В треугольнике АОВ  известны два угла, рав­
ные 30° и 18°. Тогда А А О В  =  132°.

14.7. А А С В  =  а +  $ как внешний угол треугольника СЕР. 
Тогда х =  180° — а — р — у.

14.8. х =  180° — а — р — у.
15.3. 2) 5. У к а з а н и е .  Необходимо учесть, что А А К В >  

> 1 0 7 ° , т. е. тупой, а потому А В > В К .
15.5. 2) А А О В  внешний для треугольника ОСВ,  а потому 

А А О В >  А О С В ,  т. е. А А О В > 90° и является тупым углом. 
А А Е В  внешний для треугольника АОЕ,  а потому А А Е В >  
>  А А О В ,  т. е. тоже тупой. Следовательно, А  ЛЕВ — наибольший 
угол в треугольнике АЕВ,  а потому А В > А Е .

15.7. А А О Е  — внешний угол для треугольника ВОЕ,  а пото­
му ААОР~> А В .  А А С В  — внешний угол для треугольника 
СРЕ, а потому А С Р Е >  А А С В ,  но так как углы БРА  и СРЕ 
вертикальные, то А О Р А < А А С В .  Необходимо учесть, что 
А В — А С ,  а потому в треугольнике Б А Р  А А й Р >  а ЬРА.  Следо­
вательно, А Р > А й .

16.3. 1) Нет. 2) В равнобедренном А  АВС  угол АВС  тупой, 
а потому А В < А С ,  т. е. А В < .  1 и 2 А В < 2 \  А В 4 ~ В С > А С ,  а так 
как АВ =  ВС, то 2 А В > \ .  Следовательно, \ < . 2 А В < 2 .

16.4. 1) Нет.
16.5. 1) Если предположить, что длина боковой стороны рав­

на 28 мм, то тогда основание треугольника равно 64 мм, но тре­
угольника со сторонами 28, 28 и 64 мм не существует. Если же 
длина основания равна 28 мм, то боковая сторона треугольника 
равна 46 мм. Треугольник с такими сторонами существует.

2) Соединим отрезком точки К  и М. Тогда в треугольнике 
КМЫ КМ +  МЫ>К!*1 (1). В треугольнике КЕМ К Е - \ - Ь М > К М .  
Если в неравенство (1) вместо КМ подставить ЛХ +  /.Л4, то нера­
венство только усилится, а потому К Е - \ -Е М -\ -М Ы > К К .

16.6. 1) 25 дм; 10 дм или 17,5 дм; 17,5 дм.
16.7. Сначала надо доказать, что треугольники АО О и ВОС 

равны, а потому А й  =  ВС. Из треугольника АОС  имеем, что
Л С <  Л 0  +  1) С, но О С =-^АС,  а потому 0 С < . АО'^ОС . Так как

АО =  ВС,  то о с < в с \ ° с :
17.1. 2) 8 см; 4 см. 17.2. 2) 24 см; 12 см.
17.3. 2) 12 см; 6 см. 17.4. 2) 20 см; 10 см.
17.5. 1) У к а з а н и е .  Необходимо доказать: А А В С =  Л  СОА. 

Отсюда следует, что А В А С =  А А С й .  Дальнейшее очевидно.
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2) В прямоугольном треугольнике В й А  А  ЭАВ  =  30°, а пото­
му ЛВ =  20В  =  4 см. В прямоугольном треугольнике ВАС  
А С  =  30°, а потому ВС =  2АВ =  8 см, С й  =  ВС — О В =  6 см.

17.6. 2) 3 см; 9 см.
17.7. 1) Пусть треугольник АВС  равнобедренный и А А В С  =  

=  120°, а основание Л С =  10 см, АЭА.ВС.  Так как треуголь­
ник тупоугольный, то основание высоты О лежит на продолже­
нии стороны ВС за точку В, А А  =  А С  =  30°. В прямоугольном
Д Л О С  Л С = 1 0  с м  и  Д С  =  30°, з н а ч и т ,  Л О = -^ Л С  =  5 с м .

2) Пусть Е й  пересекает АС  в точке Я, а ЕЕ — в точке
Н. Прямоугольные треугольники АЕН  и НРЕ  имеют общий угол 
АНЕ.  Следовательно, и другие их острые углы ВАС  и ОБЕ  рав­
ны. А  АВС  =  А й Е Е  по гипотенузе и острому углу. Поэтому пе­
риметры их равны, периметр треугольника ОБЕ  равен 12 см.

17.8. 1) 34 см. 2) 10 см.
18.3. 2) У к а з а н и е .  Необходимо провести две прямые, па­

раллельные прямой Ь и удаленные от нее на расстояние, равное 
Р(2> которые расположены по разные стороны от прямой Ь.

18.5. 1) Опустим из точек А и В перпендикуляры ЛЛ, и В В Х 
на прямую а, и пусть АВ  пересекает прямую а в точке Е. Тогда 
А Е > А А Х и В Е > В В Х. Отсюда следует, что А В >  10.

2) У к а з а н и е .  Через вершину В провести прямую, парал­
лельную ЛС, до ее пересечения с перпендикуляром к стороне ЛС, 
проведенным через ее середину.

18.6. 1) Нет. У к а з а н и е .  Задачи решаются аналогично з а ­
дачам 18.5 (1, 2).

18.7. А А К Р  =  А В К М  как вертикальные углы. Так как тре­
угольники АРК  и ВМК  прямоугольные и А А К Р  =  А В К М ,  то 
и А  Р А К =  А М В К .  Тогда ДЛЯ/С =  А В М К  по катету и приле­
жащему к нему острому углу. Отсюда РК =  КМ и АК  =  КВ .

18.8. Прямоугольные треугольники АМ К  и ВКМ  равны по 
двум катетам. Отсюда следует, что А В М К = А А К М  и 
А М А К  =  А К В М .  Так как сумма острых углов в прямоуголь­
ном треугольнике равна 90° и АВМК-\~  ДЛМ В =  90°, то 
А В М А  =  А  МАК.  Аналогично можно получить, что А В М А  =  
=  А М А К =  А К В М =  А А К В .  Отсюда следует, что треугольни­
ки МОК , АОМ  и ВОК  равнобедренные и ОМ =  ОК =  ОА =  ОВ .

19.2. 1) 33 см.
19.3. 2) Необходимо построить биссектрису угла Л и найти 

точки ее пересечения с окружностью с центром в точке С и ради­
усом, равным ВС. Задача имеет два решения.

19.4. 1)52°. 2) У к а з а н и е .  Задача решается аналогично 
задаче 19.3 (2).

19.5. 1) Так как точка М принадлежит серединному перпен­
дикуляру стороны Л С, то МС =  МА,  а потому А С А М  =  А С  =  
=  40°. Зная, что А С  =  40°, находим, что А С А В  =  70°. 
А М А В =  А С А В — А С А М  =  70о — 40° =  30°.
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2) Искомую точку находим как точку пересечения биссектри­
сы угла А с серединным перпендикуляром стороны А В .

19.6. 1) 15°. У к а з а н и е .  Задачи решаются аналогично за ­
дачам 19.5 (1, 2).

19.7. 1) Опустим перпендикуляры из точки М н^ стороны АС 
и АВ.  Пусть М Е ± .А С  и МР А-АВ.  Так как точка М принадлежит 
биссектрисе угла А , то МР =  МЕ. В прямоугольном треугольнике 
В ЕМ Х В  =  30° и В М =  10 см, поэтому МР =  5 см. Отсюда следу­
ет, что и МЕ =  5 см.

2) Серединный перпендикуляр к отрезку А В , исключая сере­
дину АВ.

19.8. 1) 7 см. 2) Точка А является точкой пересечения сере­
динного перпендикуляра отрезка ВС с прямой а. Если ВС Х а , то 
задача не имеет решения.

20.5. 1) На произвольной прямой от произвольной точки 
А откладываем отрезок ЛВ, равный ЭЕ. От луча АВ  откладываем 
угол А , равный углу Я, а от луча ВА по ту же сторону от прямой 
АВ  откладываем угол В, в 2 раза больший угла А. Соответству­
ющие стороны построенных углов пересекаются в точке С. Тре­
угольник АВС  искамый. Задача имеет решение, если 60°.

2) Необходимо построить окружность с центром в точке А и с 
радиусом, равным 2ЛВ. Точка пересечения этой окружности с 
прямой а и будет цершиной С искомого треугольника АВС.  З а д а ­
ча имеет два решения.

20.6. 1) На произвольной прямой от произвольной точки 
А откладываем отрезок Л С, равный данному отрезку ВВ. Данный 
угол Р делим биссектрисой на дэа равных угла и откладываем 
от луча АС  угол Л, равный половине угла Р. На стороне этого 
угла от вершины Л откладываем отрезок ЛВ, вдвое больший АС. 
Треугольник ЛВС искомый.

2) Необходимо построить окружность с центром в точке Л и с  
радиусом, равным радиусу данной окружности. Точка пересече­
ния этой окружности с данной и будет вершиной С искомого тре­
угольника. Задача имеет либо два решения, либо одно решение, 
если точка С окажется на прямой ЛВ.

21.1. 2) На произвольной прямой а от произвольной точки 
Л откладываем отрезок ЛВ, равный Р (?. На расстоянии, равном 
Р & 2, проводим прямую Ь9 параллельную а. Затем радиусом, рав­
ным Р & и  с центром в точке В строим окружность. Точка пересе­
чения этой окружности с прямой Ь и есть третья вершина С тре­
угольника. Л Л В С  искомый. Задача имеет два решения.

21.2. 2) У к а з а н и е .  Задача имеет два решения.
21.3. 2) На произвольной прямой а от произвольной точки 

Е откладываем отрезок ЕР , равный Я(?. От луча ЕР  откладываем 
угол, равный заданному тупому углу. Затем на расстоянии, рав­
ном Р 1@1, проводим прямую Ь, параллельную а, до пересечения 
со стороной построенного угла. Точка их пересечения О и есть 
третья вершина треугольника. Треугольник ОЕР искомый.
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21.5. 1) Прежде всего необходимо построить прямоугольный 
треугольник ЛМС по катету АС и гипотенузе АМ.  Затем про­
длить отрезок СМ за точку М и построить отрезок М В , равный 
МС. Треугольник АВС  искомый.

2) На произвольной прямой МЫ выбираем произвольную точку 
С и от луча СЫ откладываем угол, равный данному углу. Затем 
на расстоянии, равном высоте, проводим прямую а, параллель­
ную МЫ. Эта прямая пересекает сторону угла в точке А. Через се­
редину отрезка АС проводим прямую, перпендикулярную к ЛС, до 
пересечения в точке В с прямой МЫ. Треугольник АВС  искомый.

21.6. 2) На произвольной прямой МЫ выбираем произволь­
ную точку А и от луча АЫ откладываем угол ЕАЫУ равный дан­
ному острому углу. Затем на расстоянии, равном первой высоте, 
проводим прямую а, параллельную АЕ. Эта прямая пересечет 
луч АЫ в точке В. На расстоянии, равном второй высоте, прово­
дим прямую Ь, параллельную МЫ. Эта прямая пересекает луч 
АЕ  в точке С. А А В С  искомый.

21.7. Предположим, что треугольник АВС  построен. Продол­
жим сторону ВС за точку С и отложим отрезок СВ, равный АС. 
Тогда ВВ =  В С + Л С . Треугольник АСЕ  равнобедренный. Тогда 
его вершина С лежит на перпендикуляре к отрезку ЛВ, прове­
денном через его середину. Отсюда вытекает построение.

На произвольной прямой МЫ выбираем произвольную точку 
В и от луча ВЫ откладываем угол КВЫУ равный данному острому 
углу. На луче ВК  от точки В откладываем отрезок ВЛ, равный 
Р(?, а на луче ВЫ от той же точки — отрезок ВВ, равный 
Точки А и Е соединяем и строим прямую, перпендикулярную к 
отрезку А Е , через его середину. Эта прямая пересекает прямую 
МЫ в точке С. Д Л В С  и с к о м ы й .

2) По катету ВН  и гипотенузе ВС строим прямоугольный 
треугольник ВНС. Затем радиусом, равным ВМ, и с центром в 
точке В проводим окружность до пересечения с прямой СН в 
точке М. На этой прямой от точки М откладываем отрезок М А , 
равный МС. А А В С  искомый. Задача имеет два решения.

21.8. 1) У к а з а н и е .  Задача решается аналогично задаче 
21.7(1).

2) Предположим, что треугольник АВС  построен и СМ его 
медиана. Продолжим отрезок СМ за точку М и отложим отрезок 
МО, равный СМ. Точки А и О соединим. А С М В =  А  ОМА.  Тог­
да ЛО =  ВС. Отсюда вытекает построение.

Строим треугольник ЛСО по трем сторонам: ЛС, ЛО, которая 
равна СВ, и Сй — 2СМ. Находим середину стороны СО точку М и 
на луче АМ  от точки М откладываем отрезок МВ, равный АМ.  
А А В С  и с к о м ы й . Задача имеет решение, если 2 С М < Л С  +  СВ.

22.1. 4) Нет. 22.2. 4) Нет.
22.3. 3) В прямоугольном треугольнике ЛОВ А А =  30°, а по­

тому ЛВ =  2ВО —8 см; так как ОЕ  — медиана, то ВВ =  ЛВ =  
=  4 см. А Е В О  равнобедренный, и Д Л ВО  =  60°. Тогда и все его
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углы равны 60° и ВО =  ОЕ =  4 см. Отсюда следует, что А А Е О  
равнобедренный.

22.4. 3) 5 см. У к а з а н и е .  Задача решается аналогично за ­
даче 22.3 (3).

22.5. 1) ААВС=^ а АОС.  Кроме того, они равнобедренные. 
Отсюда вытекает, что А В А С  =  А А С О  =  А О А С  =  А В С А .  Из 
равенства накрест лежащих углов при двух прямых и секущей 
получаем АВ\ \Сй  и АО\\ВС.

2) А А В Е =  а А Э Е  п о  двум сторонам и углу, заключенному 
между ними. Отсюда следует, что ВЕ =  ОЕ.

3) Треугольник ВАО  равнобедренный, АС  — биссектриса уг­
ла ВАОу значит, АС А  ВО .

4) Если из точки Е опустить перпендикуляры ЕМ и ЕЫ соот­
ветственно на АО  и А В У то получившиеся прямоугольные тре­
угольники АМ Е  и АЫЕ равны по гипотенузе и острому углу. От­
сюда следует, ч то . ЕМ =  ЕЫ.

22.6. Задача решается аналогично задаче 22.5.
23.5. 1) 16.
2) Пусть в выпуклом четырехугольнике АВСО  биссектрисы

углов А и В пересекаются в точке О, А А О В = \ № ° — •
Так как сумма углов выпуклого четырехугольника равна 360°, 
то А А  +  А В  =  Ш °  — ( А С  +  А О ) .  Отсюда А А О В = Ш °  —
_ 1 8 0 " + ^ ± ^ = ^ ± ^ “ .

23.6. 2) Пусть в выпуклом четырехугольнике АВСО  биссект­
рисы углов В и О пересекаются в точке О. Продолжим ВО до пе­
ресечения с СО в точке Е\ А О О Е  =  180°— А О О В .  В четырех­
угольнике 0 0  В А А О О  В =  360°— А  А — > но
+  ^ 0  =  360°— А  А — А С .  Тогда А О О В  =  Ш°-т- А А  — 180° +  
+ 4 ± + 4 С  =  т о , . _ ± А + ^ С  ^ 0 о я  =  18О°_18О° +

. А А  А С   А А  — А  С
2 2 2

23.7. Рассмотрим выпуклый шестиугольник АВСОЕЕ  с рав­
ными углами. Углы такого шестиугольника равны по 120°. По­
строим биссектрису ВМ  угла СВА. Тогда А С В М =  А А В М  =  
=  60°; СОЦ/Ш, так как АС -\ -  А С В М = \Ъ Ъ ° .  Аналогично дока­
зываем, что ЕЕ\\ВМ.  Отсюда следует, что СО\\АЕ. Точно так же 
можно доказать, что ВС\\ЕЕ и АВ\\Е>Е.

23.8. Рассмотрим выпуклый пятиугольник АВСОЕ  с равными 
углами. Углы такого пятиугольника равны по 108°. Рассмотрим 
прямые АВ  и ЕО и секущую АЕ. А  А и А Е  — внутренние одно­
сторонние углы при этих прямых и секущей. А А  +  А Е Ф  180°. 
Значит, на основании свойств параллельных прямых можно 
утверждать, что АВ  не параллельна ЕО. Аналогично можно убе­
диться, что у такого пятиугольника нет параллельных сторон.
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24.5. 1) Е А С Р — параллелограмм по определению. Значит, 
ЕР =  А С. Аналогично /(Х =  АС. Отсюда следует, что ВВ =  /(Х. 
Так как РК  — общая часть отрезков ЕК  и ВВ, то В/( =  ВС.

2) Рассмотрим четырехугольник А Н ХСНЪ у которого два угла 
А Н ХС и А Н 2С прямые. Так как сумма углов в выпуклом четырех­
угольнике равна 360°, то А Н хАН 2-\- / ~ С =  180°. Отсюда следует, 
что ^ .С  =  50°. Тогда ^ 0 = 1 3 0 ° .

24.6. 2) 110°, 70°, 110°, 70°.
25.3. 2) У к а з а н и е .  Воспользуйтесь тем, что в четырех­

угольнике ЫАРВ диагонали в точке пересечения делятся по­
полам.

25.4. 2) У к а з а н и е .  Задача решается аналогично задаче
25.3 (2).

25.5. 1) А М А Р =  АС Ы  К п о  двум сторонам и углу между ни­
ми. Отсюда следует, что МР =  ЫК. Так как АВ =  СО и ВС =  АО  
как противоположные стороны параллелограмма и М А = А Р  =  
=  СЫ =  СК, то МВ =  КО и ВЫ =  Р й . Тогда А М В Ы  =  А Р О К  по 
двум сторонам и углу между ними. Отсюда следует, что 
МЫ =  РК.  Получили, что противоположные стороны четырех­
угольника МЫКР попарно равны, следовательно, МЫКР — па­
раллелограмм.

2) Рассмотрим треугольники МОВ  и А О К . В этих треуголь­
никах МО =  ОК по условию, А М О В =  А А О К  как вертикальные 
и А О М В =  А  О КА как накрест лежащие при параллельных 
прямых ЫК и МР  и секущей МК- Отсюда следует, что 
А М О В =  А А О К  и ОА =  ОВ. В четырехугольнике МАКВ  диагона­
ли в точке пересечения делятся пополам, значит, МАКВ  — па­
раллелограмм.

25.6. У к а з а н и е .  Задачи решаются аналогично задачам
25.5 (1, 2).

25.7*. Так как А В А С =  ^.АСО, то АВ\\СО. А А В й = А С О В  
как накрест лежащие углы при параллельных прямых АВ  и СО 
и секущей ВО. В таком случае ДАВВ =  Л  СВО по катету и ост­
рому углу. Отсюда следует, что АВ =  СО. Имеем АВ\\СО и 
АВ =  СО. Следовательно, АВСО — параллелограмм.

2) На произвольной прямой а от произвольной точки А отло­
жим отрезок АО, равный ВС. От луча АО отложим острый угол, 
равный А. На расстоянии, равном заданному, проведем прямую 
Ьу параллельную а, до пересечения в точке В со стороной построен­
ного угла. Затем через точку О проведем прямую, параллельную 
АВ, до пересечения в точке С с прямой Ь. АВСО — искомый па­
раллелограмм.

25.8*. 1) Задача решается аналогично задаче 25.7 (1).
2) На произвольной прямой а от произвольной точки А отло­

жим отрезок, равный АО. На расстоянии, равном ВВ, проведем 
прямую Ьу параллельную а. Затем проведем окружность радиу­
сом, равным АВ, с центром в точке А до пересечения в точке В с 
прямой Ь. Через точку О проводим прямую, параллельную АВ,
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до пересечения с прямой Ь в точке С. АВСО  — искомый паралле­
лограмм. Задача имеет два решения.

26.5. 1) Пусть величина угла В АО  равна х, тогда А В А М  =
= ~ ,  а ^ В = 1 8 0 °  — х. Так как А А М С  =  120°, то А /Ш Л = 6 0 °. 

Рассмотрев треугольник А В М , имеем 180 — х + 6 0 =  180. От­

сюда х = 8 0 . Таким образом, ^ .Л = 8 0 °  и / . В  =  Ю0°.
26.6. 1) Пусть ЛВ_1_ВО и О — точка пересечения диагоналей 

АС и ВО. Так как ВО =  6, ВЕ:ЕО =  1:3 и В 0  =  0 0 ,  то можно 
найти, что ВО =  1,5 см. Рассмотрим прямоугольный треуголь­
ник АЕО: ЕО =  1,5 см, О Л = 3  см, значит, А Е А О  =  30° и 
А  ВО А = 60°. В таком случае АО  и ВС — большие стороны прямо­
угольника. Пусть 0 /С ± Л О ; ^ .Л О О =  120°, а так как А А О О  
равнобедренный, то А А О К  =  ЪО°. Рассмотрим прямоугольный 
треугольник АК О : ЛО =  3 см, А О А К  =  30°, отсюда О/С =  1,5 см.

26.7. Рассмотрим треугольники ВКА  и АМО  (рис. 268). 
АВ =  АО  и АК  =  АМ  как стороны квадратов. Кроме того, 
А  ВАК А О А К = 9 0 °  и А  МАО А- А  О АК =  90°. Отсюда следует, 
что А В А К =  А  МАО.  Тогда А В А К  =  А  МАО  по двум сторонам 
и углу между ними. Следовательно, ВК =  ОМ.

26.8. Продолжим сторону СО и отложим от точки О отре­
зок ОЕ , равный В/С (рис. 269). А А О Е = А А В К , а потому 
А Е А О  =  А  ВАК. Пусть А Е А О  =  а. А М А Е  =  90°— 2а +  а =  9 0 ° -  
— а. Следовательно, А М А Е =  А М Е А ,  поэтому А А М Е  равно­
бедренный и АМ =  МЕУ но МЕ =  ОЕА- ОМ =  ВКА~ЯМ.  Значит, 
АМ =  В К А -О М .

27.3. 1) б) 50 см.
2) Можно доказать, что треугольники ЛОЛ, и ЛОЛ2 равно­

бедренные и ОЛ, =  ОЛ =  ОЛ2 (рис. 270). ^.1 =  ^12, и ^ .3 = ^ .4 .  
Так как А 2 А -  ^ .3  =  90°, то А А О А 2А- А А О А х =  180°, т. е. точки 
Л„ О и Л2 леж ат на одной прямой и ОЛ, =  ОЛ2. Значит, точки Л, 
и Л2 симметричны относительно центра О.

27.4. 1) а) 15 см. 2) У к а з а н и е .  Воспользуйтесь тем, что



точка, одинаково удаленная от двух точек, принадлежит середин­
ному перпендикуляру к отрезку, который соединяет эти точки.

27.5. 1) Из равенства треугольников ВОС  и 5 0 В  вытекает, 
что ОЕ =  ВС =  5 см и ВЕА =  А  ЕВС =  30°. АЕ =  20 см. В пря­
моугольном треугольнике АВЕ А В Е А =  30°, а потому >45 =
= ^ А Е =  10 см. Кроме того, ^ > 4 = 6 0 ° . Но по условию / - О  тоже
равен 60°. Следовательно, трапеция равнобедренная и СО =  
=  А В = 1 0  см. Отсюда периметр трапеции равен 40 см.

2) Возьмем на прямой АВ  произвольную точку X  и построим 
симметричную ей точку Х х относительно центра О (рис. 271). 
Предположим, что точка Х х не принадлежит прямой >4,5,. Так 
как точки В и В,, X  и Х х симметричны относительно центра О, то 
можно доказать, что В 1Х 1\\АВ. Аналогично можно доказать, что 
>4,5, ||ЛВ. Мы получили, что через точку В х проходят две прямые 
В хХ х и В хА Ху параллельные АВ,  чего быть не может. Следователь­
но, точка Х х принадлежит прямой >4,5,.

27.6. 1) Так как трапеция АВСО  равнобедренная, то можно 
доказать, что А С А О =  А В О А .  По условию СЕ =  А Е , значит, 
треугольник СЕА прямоугольный и равнобедренный, поэтому 
2 .0 4 5  =  45°. В таком случае и ^ .5 5 > 4 = 4 5 0, и треугольник >405 
прямоугольный с прямым углом >405. Мы получили, что тре­
угольник ВОА прямоугольный и А В А О =  А В А О — А С А О  =  
=  30°. Тогда >45 =  2 5 0 = 1 0  см.

2) Выберем на отрезке МК  произвольную точку X  и построим 
симметричную ей относительно прямой а точку Х х (рис. 272). 
Предположим, что точка Х х не лежит на отрезке Л1,/С,. Так как 
трапеция Х М М хХ х симметрична относительно прямой а, то она 
равнобедренная и МХ =  М хХ х. Аналогично можно получить, что 
КХ =  К хХ х и КМ =  КХМ Х. Имеем, что МХ +  ХК =  МК,  так как точ­
ки М, X  и К  лежат на одной прямой. Тогда М хХ х -\-ХхК х =  М хК ь 
а это и означает, что наше предположение неверно и точка Х х 
принадлежит отрезку М ХК Х.

27.7. Построим точки М х, Я,, К х и Ти соответственно симмет­
ричные относительно центра О точкам М, Я, К и Т. Попарно па-
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раллельные прямые М Р { и Р М Ь К ТХ и ТК\ задают параллело­
грамм А ВС й.  (Построение показано на рис. 273.)

27.8. Проведем прямую РК  до пересечения с прямой а в точ­
ке Е . Построим прямую ЕА , симметричную прямой ЕР  относи­
тельно оси а. Через точку О проведем прямую, перпендикуляр­
ную а, до пересечения с прямыми ЕР  и ЕА в точках М и Н соот­
ветственно. На прямой а от точки О отложим отрезок 0 / \  рав­
ный ОЕу и точки Ру М у Е и Н соединим. Ромб РМЕН  искомый. 
(Построение показано на рис. 274.)

28.3. 2) У к а з а н и е. Площадь квадрата АС КМ в 2 раза 
больше площади квадрата АВСйу  значит, площадь квадрата 
АСКМ  равна 128 см2, следовательно, АС =  8л/2  см. Периметр 
АСКМ  равен 32Л/2 см.

28.5. 1) Из Д В С Д  найдем А С В О  =  45°. Так как А А В С  =  
=  135°, то А А В й  =  90°. Значит, параллелограмм АВ Р К  явля­
ется прямоугольником. В А А В й  А В А О  =  45° по условию и 
Д > Ш В = 4 5 0, следовательно, АВ =  ВО и А В : В Р  =  2:3. Зная пери­
метр прямоугольника А В Р К , найдем его стороны, а затем пло­
щадь. Площадь прямоугольника А В Р К  равна 54 см2.

2) 36 см2. У к а з а н и е .  Проведите прямые КТ и МР.  Д ока­
жите, что прямоугольник А В С й  разбился на 8 равных треуголь­
ников.

28.6. 1) 30 см. 2) 120 см2.
28.7. У к а з а н и е .  Пусть СВ =  ху ВО =  у. Тогда следует до­

казать тождество
 (х + У ?  (у - х ?

У 4 4
28.8. У к а з а н и е .  Пусть одна сторона прямоугольника рав­

на х  см, тогда другая будет (10 — х) см. Площадь прямо­
угольника равна х(10 — х) см2, а площадь квадрата 25 см2.

х(10 —*) —2 5 =  - ( *  —5)2< 0 .
Так как разность отрицательна, то площадь квадрата больше.
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29.1. 1) 4,8 см.
2) У к а з а н и е .  Искомая прямая проходит через середину 

высоты параллелограмма параллельно стороне, на которую эта 
высота опущена.

2) У к а з а н и е .  Искомый прямоугольник может иметь сто­
роны, соответственно равные стороне данного параллелограмма 
и его высоте, опущенной на эту сторону.

29.3. 1) 24 см*.
2) От луча АО  отложим острый угол так, чтобы его сторона 

пересекала прямую ВС в точке Р. Через точку О проведем пря­
мую ОЕ\\АР до пересечения с прямой ВС в точке Е. Параллело­
грамм А Р Е й  будет искомым.

29.4. 1) 90 см2.
2) У к а з а н и е .  Задача решается аналогично задаче

29.3 (4).
29.5. 1) Пусть высота параллелограмма равна х9 тогда его 

площадь равна Зх2. Имеем 3 ^ = 4 8 ,  х = 4 ,  так как х > 0 .  Следо­
вательно, одна сторона равна 12 см, другая сторона равна 8 см.

АО
29.5. 2) Площадь искомого квадрата будет равна 0,25*-^-Х

Х А О -  ВК =  0У25АО2. Тогда квадрат со стороной, равной 0,5АО,  
будет искомым.

29.6. 1) Из треугольника АВО  находим, что ВО =  АО.  Но 
В О ->40 =  49, >40 = 4 9 , >40 =  7 см.

2) Пусть ВЕ  — высота параллелограмма АВСО.  Тогда пло*-
*  В Е - А й - А В  ВЕ АВ „

щадь искомого ромба равна ---- — = ~ ' ~  * Следователь­
но, искомый ромб можно построить по острому углу, равному 
А В А О ,  стороне, равной Щ - , и высоте, равной Щ - .

29.7*. 1) Продлим отрезок ВС до пересечения с прямой ТР 
в точке К  (рис. 275). Можно доказать, что треугольник А Ю  ра­
вен треугольнику ЕКР,  а треугольник АВЕ  равен треугольнику

29.2. 1) 8 ^  см.
о

Е



ОС/С. Следовательно, площадь прямоугольника АЕРТ  равна 
площади параллелограмма ОАЕК , а площадь параллелограмма 
ОАЕК  равна площади данного параллелограмма ЛВСО. Значит, 
площади четырехугольников АЕРТ  и ЛВСО равны.

2) Опустим перпендикуляры АК  и СР на прямые ВС и ЛО 
соответственно. Можно доказать, что треугольники АК Б  и СРО 
равны. Значит, прямоугольник АКСР  и трапеция АВСО  имеют 
одинаковую площадь. Далее можно построить искомый паралле­
лограмм с площадью, равной площади прямоугольника ЛВСО, 
аналогично тому, как это делалось в задаче 29.3 (2).

29.8*. 1) Аналогично тому, как это сделано в задаче 28.7 (1), 
можно доказать, что площадь прямоугольника СТТ1С1 равна 
площади параллелограмма АВСО.  Так как треугольники СС,7 
и С,Т,Т равны, то искомая площадь равна двум площадям тре­
угольника СХТХТ, т. е. равна 20 см2.

2) Проведем прямые ВО  и СО, соответственно параллельные 
прямым АС  и ЛВ (рис. 276). Можно доказать, что треугольник 
ЛВС равен треугольнику ОВС,  Тогда площадь параллелограмма 
АВОС  будет вдвое больше площади треугольника ЛВС. Далее 
проведем АК  так, чтобы угол КАС  был равен* данному острому 
углу, и прямую ВС, параллельную прямой Л/С. П араллелограм­
мы АВОС  и АКЕС  имеют одинаковую площадь, так как имеют 
одно основание АС  и одинаковые высоты, опущенные на это 
основание. Значит, параллелограмм АКЕС  искомый.

30.5. 1) По теореме о сумме углов треугольников находим, 
что ^1С =  75°. Тогда ЛВ =  ВС. Проведем высоту СО треугольни­
ка. Из треугольника ВСО находим, что СО =  5 см. Значит, иско­
мая площадь 5 = ^ * 5 *  10 =  25 см2.

2) Площадь квадрата равна половине произведения его диа­
гоналей. Пусть х  — сторона квадрата. Тогда д̂  =  50, х =  5л{2 см.

30.6. 1) 12 см. 2) 8У 2 СМ.
30.7. 1) Пусть площадь треугольника Л ОС равна х> а пло­

щадь треугольника ООВ равна у. Тогда • Получим

11 — 1
У 8 * решая которую, получаем х = 1 5 , 
х  +  у  =  39, 

у =  24. Площадь Д Л О С  равна 15 см2.
2) Пусть РК  — высота треугольника АМР.  Можно доказать, 

что высота параллелограмма АВ СО , опущенная на сторону ЛВ, 
также равна Я/С. Применяя формулы площадей параллелограм­
ма и треугольника, получаем, что площадь параллелограмма в 
4 раза больше площади треугольника, значит, площадь тре­
угольника равна 0,25ф.

30.8. У к а з а н и е. Задачи решаются аналогично задачам
30.7 (1, 2). 1) 64 см2. 2) 0,5<Э.
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31.5. 1) Пусть дана трапеция АВСО  с основаниями ЛО и ВС, 
ВК  и СЕ — ее высоты, причем /(0  =  20 см, В К =  12 см. Можно 
доказать, что Л /(= В О  и ВС =  КЕ. Значит,

ВС+АР= Ш М  + 2ЕР= к е  +  Е1) =  к[)

Площадь трапеции равна ВС* Ай - В К = 20-12 =  240 см2.

2) Пусть ЕК  — высота трапеции АВСО.  Можно доказать, что 
высоты треугольников АВЕ  и ВСО тоже равны ЕК, а также что 
А О : В Е : Е С = 4 :1 :1 . Тогда площади треугольников ЛОВ, АВЕ,  
ЕСО относятся как 4 :1 :1 . Учитывая, что площадь трапеции рав­
на сумме площадей этих треугольников, получаем, что искомое 
значение площади равно 90 см2.

31.6. 1) Пусть дана трапеция АВСО  с основаниями Л О и ВС, 
О — точка пересечения диагоналей трапеции, Е  и К  — середины 
отрезков ВС и АО.  Учитывая, что ОВ =  ОС, 0Л  =  0О , можно до­
казать, что ЕК  — высота трапеции, которая проходит через точ­
ку О, а также что Х ВО С =  А В О Е  — 45° и , 2 . К О Ь =  ^ А О К =  
=  45°. Из треугольников ЕОС и КО О получаем О В = В С ,
О К = К О ,  значит, А1)~^ВС = Е К .  Далее находим, что 'площ адь
трапеции равна 64 см2.

2) 30 см2.
32.3. 1) 55 см2. 2) 30 У2 см2.
32.4. 1) 126 см2. 2) 24 У2 см2.
32.5. 1) Пусть данная прямая пересекает сторону ЛО в точ­

ке К. Можно доказать, что О/СХЛО, а также что Л О =  13 см, 
0 0 = ^ 4 7 "  см. Из треугольника АОК ОК2= 1 3 2 — АК2, из тре­
угольника ООК ОК2— 41—(16 — АК)2. Значит, 169—АК~ =  
=  41 —(16—Л/С)2, откуда А К — 12 см. Следовательно, /(0  =  4 см.

2) ЛВ =  В С = 25 см. Из треугольника А В К  находим А К =  
=  7 см, а из треугольника АКС А С = 5 ' \ / 2  см. Площадь тре­
угольника АВС  равна 0,5Л/(-ВС =  87,5 см2.

32.6. 1) У к а з а н и е .  Учитывая, что 0,Л  =  0 ,0  и ОгЛ =  0 2В, 
можно доказать, что Л /С Х 0 ,0 2. Далее задача решается анало­
гично задаче 32.5 (1). О,К = 5  см, 0 2К =  9 см.

2) 67,5 см2, ЗО -ЗУ Т О  см.
32.7. 1) Пусть О — точка пересечения диагоналей ромба. Тог­

да из треугольника МВО МВ — ВО2-\-ОМ2, а из треугольника 
АВО  Л В2= ВО2+ Л О2. Значит, М В2- А В 2= О М 2- А О * = ( О М -  
- А О ) - ( О М - \ - А О ) .  Учитывая, что АО =  ОС, МС =  ОМ — ОС, 
О М -\-АО— АМ,  получим равенство МВ2 — АВ2— МС-АМ.

2) Из треугольника АВС АС2 — ВС2-\-АВ2. Из треугольника 
ВОС ВС2= В 0 2- |-0 С 2. Из треугольника ЛОВ ЛВ2= В 0 2+ Л 0 2. 
Учитывая, что Л С = Л О  +  ОС, получаем (Л 0  +  0 С )2= 2 В 0 2 +  
+  0 С 2+ Л 0 2, откуда В 0 2 =  АО-ОС.
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Рис. 277

32.8. 1) Из треугольника А СМ АМ 2 =  АС2-\-СМ2. Из тре­
угольника ВСН ВН2 — ВС2 +  НС2. Складывая записанные ра­
венства, получим АМ 2 +  ВН2 =  АС2 +  ВС2+ С М 2 +  НС2. Но из 
треугольника АВС АС2 +  ВС2 =  х?, а из треугольника МНС
СМ2 +  НС2= М Н 2. Значит, у 2= я ? + М Н 2. М Н = Л !у 2- х ? .

2) Используя различные записи формулы площади треуголь­
ника АВС,  получаем А В  • ВС =  В Ь  'АС,  или АВ  • ВС2=  
=  В й 2‘АС2. Из треугольника АВС ВС2— АС2—А В 2. Из треуголь­
ника А В й  В 0 2= А В 2- А й 2. Значит, А В 2-(АС2- А В 2) = { А В 2-  
—А 0 2)-АС2, или А В * = А 0 2АС2, откуда АВ = А й - А С .

33.3. 1) 5 см, 250 см2. 2) 0,5а2 У 2 .
33.4. 1) 11 см, 162 см2. 2) 0,5а2 У 2 .
33.5. 1) Возможны два случая: а) точка 7) лежит на отрезке 

АС  (рис. 277, а); б) точка I) не лежит на отрезке АС  (рис. 277, б). 
В обоих случаях из треугольника АВО  находим .41) =  8 см.

Из треугольника В й С  й С  =  20 см. В случае а) А С — АО-\-  
+  1)С =  28 см. В случае б) АС =  й С — А й  =  12 см. Площадь тре­
угольника равна 210 см2 или 90 см2.

2) Пусть В К  — высота ромба. В треугольнике А В К

А К = 0 ,5 А В .  Тогда А В 2- 0 , 2 5 А В 2=я?,  откуда А В = ^ ^ ~ .  Но 
АВ =  АО. Можно доказать, что треугольник А М й  такж е имеет

высоту, равную х. Тогда его площадь равна —-— .

33.6. 1) 2 +  2 см2 или 2 — 2 см2. 2) 60 см2.
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33.7. Проведем прямую ВК  параллельно прямой СО 
(рис. 278). Можно доказать, что А К = 1 0  см, ВК =  6 см. Тогда по 
теореме, обратной теореме Пифагора, установим, что треугольник 
АВК  прямоугольный. Пусть ВЕ  — общая высота треугольника 
АВК  и трапеции АВСО.  Используя различные записи формулы 
площади треугольника А В К , получаем ВЕ°АК  =  А В ° В К У откуда 
ВЕ =  4,8 см. Площадь трапеции равна 60 см2.

33.8. У к а з а н и е .  Проведем прямую С/С, параллельную 
прямой ВО  (рис. 279). Можно доказать, что С/С = 1 2  см, 
А К = 1 5  см. Тогда установим по теореме, обратной теореме Пи­
фагора, что треугольник А С К прямоугольный. Далее задача ре­
шается аналогично задаче 33.7. Площадь трапеции равна 54 см2.

34.5. 2) Так как АВ =  ВСУ то А В : В К = 7 : 5 .  ВЕ — биссектриса 
угла АВС,  следовательно, луч ВЕ  содержит отрезок ВО — бис­
сектрису треугольника А В К . Значит, А В : В К  =  А О :О К  =  7:5.

34.7. 2) По теореме о биссектрисе треугольника
В А Х В С  — В А Х 
~ А В ~  А С  ’

Учитывая, что В С = А В  и В А Х= А В Х= ^ А С У получаем 

А В Х А В - О М С  Л г- А С  А В
Т в  л с ~  ° '5 Ж = 1 с - ° ’5'

Пусть ^ } = х - Тогда 0 ,5 * = -^ —0,5, откуда лг2-)-*—2 =  0. Так как
А С

х > 0 ,  то х = \ .  Значит, -дд =  1 и АС — АВ =  ВС.
34.8. По условию /11 =  /1 2 = /1 .3  (рис. 280). Значит, С М — 

биссектриса треугольника АС й,  поэтому А М :М О  =  АС:СО.  Тре­
угольники Л4СО и В С й  равны (по катету и острому углу), зна­
чит, ВО =  йМ .  Кроме того, АМ =  МВ,  так как СМ — медиана. 
Тогда А М :М О  =  А М : ( 0 , 5 М В ) = 2 : 1. Следовательно, в прямо­
угольном треугольнике АОС АС =  2СО, т. е. А С А О  =  30°, 
А А С О  =  60°, /1 1 —30°, значит, /1 АСВ =  90°.

35.3. 2) 32 см; 64:49. 35.4. 2) 19,2 м; 25:9.
35.5. 1) В треугольниках АВО  и АВС  (см. рис. 153) угол А об­

щий, /11 =  /12  по условию, значит, эти треугольники подобны. 
„  4 0  А ВСледовательно, ~ ^ = ~ ^ » откуда, учитывая условие задачи, по­
лучаем АВ =  6 см. Отношение площадей треугольников АВО  и

АВС  равно ( З у ) ’ = 4 .

2) Рассмотрим треугольники АОО 
и ВОС. В них / _ А О О =  АВОСу  
А О  й о  э
~СО==~ВО * ^ начит» эти треугольники 
подобны. Следовательно, А В О А  =  
=  ^СВОу  а потому ВС\\АО. Таким об­
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разом, точки В и С равноудалены от прямой /40, т. е. треуголь­
ники /4С0 и А В й  имеют одинаковые высоты; так как основание 
/40 у этих треугольников общее, то их площади равны.

35.6. 1) ^ А С В =  г^СМН, ^ (см. рис. 154). Значит,
треугольники АВС  и МСН  подобны. Следовательно, Л А В С  — 
— 2.МСН.  Значит,А В | |СН. Отношение площадей треугольников

АВС  и МСН  равно - ^ = 4 .
2) 0СЦ/40, так как АВСО  — трапеция, г ^В О С — гСАОБ,  

^ .ВСА =  /И.ОАС. Значит, треугольники ВОС  и АОО  подобны по
В С  О С  2двум углам, причем В треугольниках ЛВС и

АСО высоты, проведенные к сторонам ВС и А О , равны. Значит,
В С  2отношение их площадей равно , т. е. равно —.

14 ад А В  В С  А С  436.5. 1) Можно заметить, что -Г7^= ~Г~Б~= ~Б~7̂ — Ч » значит,Л|С| Л|0 | 0 |С| о
данные треугольники подобны, причем ^ С , =  А  А =  180° — 
- А С - А В .

2) Пусть АВСО  — данная трапеция, О — точка пересечения 
ее диагоналей. Опустим перпендикуляры ОМ и О/С на основания 
АО  и ВС трапеции соответственно. Так как Л /)||В С , то точки /С, 
О и М лежат на одной прямой. Значит, КМ — высота трапеции, 
равная 10 см. Можно доказать, что треугольники АОГ) и ВОС 
подобны, причем отношение высот этих треугольников ОМ и О/С 
равно отношению сходственных сторон АО  и ВС.  Следовательно, 
0М :0 /С  =  3:2 , ОМ =  6 см, ОК =  4 см.

36.6. 1) Пусть а, 6, с соответственно катеты и гипотенуза од­
ного треугольника, а а,, сх — катеты и гипотенуза другого.
Допустим, что — = — Тогда Ь2 =  с2— а2 — (кс{)2 — (ка1)2 =  

а \ с \

=  й2 (с?—с?)=/г26?. Отсюда -г-= 6 .  Следовательно, стороны данных
*!

треугольников пропорциональны, а потому эти треугольники по­
добны.

2) Пусть О — точка пересечения прямой МН  и отрезка В/С. 
Можно доказать, что треугольники МВН  и ЛВС подобны, при­
чем А В М О =  г^ВАС.  Тогда, учитывая, что угол А В К является 
общим для треугольников МВО  и ЛВ/С, получаем, что эти тре­
угольники также подобны. Значит, ЛВ:Л1В =  В/С:ОВ =  4:3 , 
В 0 : 0 / С = 3 : 1.

36.7*. 1) Можно доказать, что треугольники АРМ  и СКТ по­
добны, причем А А Р М =  А С К Т  и М Р Ф К Т .  Продолжим отре­
зок МР  до пересечения с прямой ВС в точке Е. Тогда в силу 
параллельности прямых ВС и АО / - А Р М =  А Р Е К .  Значит, 
^1ЯВ/С= ЛС КТ.  Отсюда следует, что КТ\\МР,  т. е. четырехуголь­
ник МКТР  — трапеция.
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2) Пусть АВС  и >4,В,С,— два 
7 данных равнобедренных треугольни- 
1 ка, в которых АВ =  ВС , у + В ^ В ,^  

(рис. 281). Пусть АМ  и >4,М,— ме­
дианы этих треугольников. Можно 
доказать, что треугольники АВМ  и 
А 1В 1М 1 подобны и, следовательно, 
А В А М  =  / _ В ХА ХМ Х. На продолжениях 
медиан отложим МТ =  АМ  и М,Т, =

=  у4,Л4,. М ожно доказать, что подобны и треугольники АВТ , А,В,Г,.
Значит, - 4 ^ =ят г г » н0 ВТ =  АС  и В,Г, =  >4,С,. Учитывая равен- л хв х в х /,
ство боковых сторон равнобедренного треугольника, получим
А В  В С  А С  л в п  л В  п  *-т~в~= ~Е~7̂ = ~Г7?~» т* е* треугольники АВС  и >4,5,0, подобны.Л|0| о,С| Л|С|

36.8. 1) Треугольники ВМЕ  и Ю Н  подобны по трем сторо­
нам, значит, ^  В М Е =  А В Т Н ,  А В Е М =  2 .ВНТ.  Но углы ВМЕ  
и ВТН  соответственные при прямых АВ  и СВ и секущей М Н , а 
углы ВЕМ  и ВН Т  соответственные при прямых ВС и А В  и секу­
щей МН.  Следовательно, АВ\\СВ  и ВС\\АВ.  Значит, АВСВ  — па­
раллелограмм.

2) Пусть в треугольнике АВС А А Х и СС, — высоты. Тогда 
треугольники А В А Х и СВС, подобны по двум углам, причем

, следовательно, треугольники>4,ВС, и АВС  подобны по
двум сторонам и общему углу АВС  между ними.

37.1. 1) 36 см. 2) 2 см. 37.2. 1) 17 см. 2) 8 см.
37.3. 1) 9 +  3 д/З  ̂ см. 2) 16 см, д/ГПГ см, д/ПзГ см*
37.4. 1) 4 ^ + 4  см. 2) 48 см, ЗУ Ш Г  см, з У П Т  см.
37.5. 1) у42В2 =  0,5у4,В,, так как у42В2 — средняя линия тре­

угольника 0>4,В,, а >4,В, =  0,5у4В, так как >4,В, — средняя линия 
треугольника АВС.  Значит, А2В2:АВ — 1:4. Аналогично доказы­
вается, что В2С2: ВС =  А 2С2:АС =  1:4. Следовательно, треуголь­
ники А 2В2С2 и  АВС  подобны.

2) Пусть в треугольнике АВС А В = \ Ъ  см, В С =  15 см, >4С =  
=  24 см. Медианы >4>4,, ВВ,, СС, пересекаются в точке О. Тогда
B B ,= 9  см, В ,0  =  3 см, так как В О :0В , =  2:1. В,О — расстояние 
от точки О до прямой >4С. Площадь треугольника ВВ,С равна
54 см2. Площадь треугольника ОВС равна |-*54 =  36 см2 (так как
в треугольниках ОВС и ВВ,С высоты, проведенные из вершины 
С, равны, а основания относятся как 3:2). Высота ОМ треугольни­
ка ВОС является расстоянием от точки О до прямой ВС. Эту вы­
соту можно найти, зная площадь треугольника ВОС и основание
BC. ОМ =  4,8 см.

37.6. 1) У к а з а н и е .  Решение аналогично задаче 36.5 (1). 
2) Пусть в треугольнике АВС  >4В =  ВС, медианы >4>4,, ВВ,,

СС, пересекаются в точке О. Тогда ВВ, =  15 см и площади тре- 
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угольников ВОС и В хОС относятся как 2:1 (см. задачу 37.5 (2)). 
Пусть ОМ — расстояние от точки О до прямой ВС. Согласно усло-

о ~  О М - В С  2 В хО - В хС  вию задачи оно равно 8 см. Тогда — ^— = ------ или, учитывая
4

данные задачи, получаем В ХС = -^  ВС. С другой стороны, из тре­

угольника В В ХС ВВ2-\-ВхС2 =  ВС2 и л и  225+ -^! ВС2 =  ВС2У откуда 
ВС — 25 см, ,4 С =  40 см.

38.3. 1) 12,

38.4. 12, Щ .
38.5. 1) Пусть один из отрезков, на которые гипотенуза де­

лится высотой, равен х, тогда второй равен 5 — х. Имеем 22 =  
=  х (5  — х). Решив это уравнение, получим, что х, =  1, х2 =  4. К а­
теты равны У5 и 2 У 5 .

2) Построим острый угол с вершиной М. На одной стороне 
угла отложим последовательно отрезки МН =  А 2В2 и Н К = А В У 
на другой стороне МР =  А ХВ Х. Через точку К проведем прямую, 
параллельную прямой НР. Обозначим точку пересечения по­
строенной прямой и прямой МР  буквой Т. Тогда можно до­
казать, что М Н :К Н  =  МР:РТ.  Это означает, что РТ  будет иско­
мым отрезком.

38.6. 1) 1 см, УЗ СМ, 2У З  СМ.
38.7. 1) Так как О М — биссектриса угла СОАу то АМ  =  М К . 

Тогда МК =  В М , значит, луч СМ — биссектриса угла ВСО.  Сле­
довательно, сумма углов МСО и МОС  равна 90°. Тогда треуголь­
ник СОМ является прямоугольным, а МК  — высота этого тре­
угольника, проведенная к гипотенузе. Значит, Л1/С2 =  С/С• /С/?, 
МК =  6 см.

2) Построим прямоугольный треугольник с гипотенузой а-\-Ь 
и катетом \а — Ь\. Тогда по теореме Пифагора найдем, что вто­
рой катет равен 2 л[аЬ. Далее делим второй катет на три части.

38.8. 1) Пусть в трапеции АВСО ВС\\АОу ВАО =  90°, 
В 0 1 . А С , АВ =  2У АО =  3. Проведем через точку В прямую, па­
раллельную прямой АС. Пусть Р есть точка пересечения этой 
прямой с прямой АО.  Тогда можно доказать, что А Р В О  =  90°,
РА =  ВС. Значит, А В 2 =  РА*АО =  ВС*АО.  ВС =  ~ .

2) У к а з а н и е .  0,4Д /а^ =  | -Л[аЬ . Далее см. решение зад а­
чи 38.7 (2).

39.3. Сначала построим какой-нибудь треугольник А ХВ ХСЬ по­
добный искомому, в котором углы А х и  В х равняются соответст­
венно двум данным углам. Далее построим высоту С,/), треуголь­
ника А ХВ ХСХ и на луче С,/), от начала отложим отрезок СхО ь 
равный данной высоте. Через точку О проведем прямую А В У па­
раллельную прямой А ХВ Х. Она пересечет стороны угла С, в неко-
7 Зив Б Г., 7— 11 кл. 193



торых точках А и В. Тогда треугольник А В С Х искомый. В самом 
деле, ЛВ||у4,В„ значит, А А  =  А А Ь А В =  г ^ В х, СхОА-АВ.  Сле­
довательно, треугольник АВС  удовлетворяет условию задачи.

39.4. У к а з а н и е .  Задача решается аналогично задаче 39.3.
39.5. Возьмем произвольный отрезок РН . На сторонах угла Л, 

равного данному углу, отложим отрезки А В Х =  Р Н У АСХ =  2РН.  
Соединим точки В, и С, отрезком. Далее в А А В ХСХ проведем ме­
диану А М Х и на луче А М Х от его начала отложим отрезок А М , 
равный половине данной в условии диагонали. Через точку 
М проведем прямую ВС||В,С,. Прямая В ХСХ пересекает лучи А В Х 
и ЛС, в точках В и С соответственно. Далее от точки М на луче 
А М Х отложим отрезок МО , равный АМ.  Соединим точку В с точка­
ми В и С отрезками. Четырехугольник АВСО  будет искомым па­
раллелограммом. Докажем это.

Так как ВС||В,С,, то можно доказать, что пары треугольни­
ков АВС  и А В ХСЬ АВМ  и А В ХМ Ь АСМ и А С ХМ Х подобны. Тогда 
имеем А В : А В Х= А С : А С ХУ В М : В хМ х= А М : А М х =  СМ:С хМ х, отку­
да следует, что ВМ:СМ =  В ХМ 1:С1М 1 =  1:1 и А В \ А С  =  А В Х: 
:ЛС, =  1:2. Значит, АВСО  — параллелограмм, в котором угол А 
и диагональ АО  равны данным по построению, а также сторо­
ны относятся как 1:2 по доказанному.

39.6. У к а з а н и е .  Задача решается аналогично задаче 39.5.
39.7. Сначала построим треугольник М ХНХР Ь в котором М ХНХ =  

=  Я,Р,, А М ХНХР Х =  90° (рис. 282). Затем проведем луч А Н Ь который 
пересечет сторону ВС в точке Н и отрезки МН  и ЯР, параллельные 
отрезкам М ХН Х и Я ,Р , соответственно. Треугольник МНР  будет 
искомым. В самом деле, так как АШИА^Я,, НР\\НХР Ь то можно до­
казать, что пары треугольников АМН  и А М ХНХУ АНР  и А Н ХР Х подоб­
ны. Следовательно, М Н : М ХНХ= А Н : А Н Х =  Р Н : Р ХН Х и А А Н ХМ Х =  
=  А А Н М ,  А А Н ХР Х=  А А Н Р .  Тогда М Н:РН =  М ХН Х:НХР Х= 1 :1, а 
также А М Н Р =  А А Н ХМ Х+  А А Н ХР Х =  90°.

39.8. У к а з а н и е .  Задача решается аналогично задаче 39.7.
40.1. 6 м. 40.2. 168 м. 40.3. 22,5 м. 40.4. 71,7 м.
41.1. 2) 4 см и 20 см. 41.2. 2) 70 м, 420 м.
41.3. 2) 32 м, 20 м. 41.4 2) 20 м, 36 м.
41.5. 1) Рамка имеет вид, изображенный на рисунке 283. Тог-

да А ХВ Х =  26 см, В,СХ =  36 см; ^ Ф ^ -  и ^ - Ф ^ -  ■ Это

В с
кЧЧЧЧЧУ\\\\\\ЧУ

в ,

А, В,

Рис. 283
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означает, что сходственные стороны прямоугольников АВСО  и 
А 1В 1С1й 1 не пропорциональны, значит, эти прямоугольники не яв­
ляются подобными.

2) Так как трапеция АВСО  равнобедренная, то можно дока­
зать, что А В С А = А С В О .  Кроме того, АВ =  ВС, поэтому 
А  ВС А =  А В А С .  Следовательно, треугольники АВС  и ВОС подоб­
ны по двум углам, причем стороны АС  и ВС в этих треугольни­
ках сходственные, значит, отношение периметров треугольников 
АВС  и ВОС  равно отношению АС:ВС,  т. е. равно 5:4.

41.6. 1) На рисунке 284 прямоугольники АВСО  и ВАРЕ  соот­
ветствуют целой и половине плиты. Так как прямоугольники
АВСО  и ВАРЕ  подобны, то учитывая, что АР  =  0,5АО,

получаем А О : А В = л / 2 : 1.
2) Пусть в трапеции АВСО АО  и ВС — основания, АО =  9 см,

ВС =  4 см, АС =  6 см. Тогда можно заметить, что , кро­
ме того, А В С А  =  А С АО .  Значит, треугольники АОС и АВС  по­
добны по двум сторонам и углу между ними, причем АО  и АС  — 
их сходственные стороны. Следовательно, отношение периметров 
этих треугольников равно АО:АС,  т. е. равно 3:2.

4 2 - 5 6  33 56 . _12 А  Л  • А 5. А65 ’ 65 ’ 33 ’ 13 ’ 13 ’ 5 ; 5 ’ 5 ’ 3 •
42в 1 А 5.- 15 -1 21-51 15. 51К» 17* 17’ Я* *
43.1. 1) 4,24 см, 1,96 см, 24°48'. 2) 70°, 70°, 40°.
43.2. 1) 9,3 см, 8,2 см, 48°39'. 2) 20°2', 20°2', 139°56'.
43.3. 1) 34,8 см, 12,2 см, 69°30'. 2) 9,0 см2, 18,8 см.
43.4. 1) 17,8 см', 8 см, 26°36'. 2) 124 см2, 45,6 см.
43.5. 1) 4,2 см, 50° 1', 39°59'. 2) 48°35', 90°54', 5,2 см.
43.6. 1) 3,2 см, 50°40'. 2) 20,7 см, 21°13', 17°34'.
44.5. 1) /^ с о з - ^ -^ а  — з ш - ^ .
2) Можно доказать, что Л А В С  тупой, значит, точка О лежит 

на продолжении отрезка А В  за точку В. Из прямоугольного тре-
40угольника АСО находим А С = -^ = с м .  Пусть ВЕ  — высота тре-

20угольника А В С . Тогда А Е = —=-см. Из прямоугольного треуголь-
уз

ника АВЕ  найдем В Е = —  см.
44.6. 1) т ( з т  а —соз а 1§ (а  — Р)). 2) 30 см.
44.7. Можно доказать, что треугольники АСЕ  и ВЕС подоб-

А Е  А С  Е С  1 А С  1ны, причем > тогда - .  Следовательно, ис-
1комыи косинус равен —.
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44.8. 4  •э
45.5. 1) У к а з а н и е .  Рассмотрите равнобедренный треуголь­

ник ЛОВ и докажите, что треугольник АМВ  равносторонний.
Его периметр равен 24Д/3^ см.

45.6. 1) 12 +  6 УЗ см.
46.5. 1) ^-АСВ =  28°. Далее сумма углов четырехугольни­

ка РВКО  равна 360°, значит, А.РОК =  123°. Следовательно,
^ Я /С = 1 2 3 °. Аналогично определяем, что ^  КТ =  152°, ^  РТ  =  
= 8 5 ° . По теореме о вписанном угле находим А  Р К Т = 42°30 '.

2) По теореме о произведении хорд окружности имеем 
С К " К О = А К ' К Р  (рис. 285). Пусть радиус окружности равен 
х. Тогда КС =  х — 11, АТ) =  х + 11. Значит, ( х +  11 )(х — 11)=  168 и 
х > 0 .  Получаем х = 1 7  см.

46.6. 1) Сумма углов четырехугольника МАОС  равна 360°, 
тогда ^.АОС =  98°, А А В С  =  49° как вписанный. Аналогично на­
ходим ^.А С В  =  69°. Тогда ^ .С Л 5 =  62°. 2) 5 дм.

47.3. 1) 38°. 2) 2:3.
47.4. 1) 16 УЗ см2. 2) 10 см, 2У 73 см, 4 у т т  см.
47.5. 1) А В С С { =  30°, ЛВС =  60°. Высота ЛЛ, треугольни­

ка АВС  проходит через точку О. Тогда из прямоугольного тре­
угольника ВЛЛ, ВЛЛ, =  30°.

2) ВО =  24 см, ОС =  10 см по теореме о точке пересечения ме­
диан треугольника. Тогда из прямоугольного треугольника ВОС 
находим ВС =  26 см. Медиана ЛЛ, треугольника АВС  проходит 
через точку О. ОЛ, =  13 см, так как медиана прямоугольного 
треугольника ВОС, проведенная из вершины прямого угла, рав­
на половине гипотенузы. >40 =  20>4, =  26 см.

47.6. 1) Точка пересечения серединных перпендикуляров к 
сторонам треугольника равноудалена от его вершин. Значит,

ОА =  ОВ =  ОС. Находим О А =  10 см (сторону равнобедренно-о
го треугольника АОВ  с данным основанием и углом при верши­

не). Тогда ОС =  см.
2) Точка О, равноудаленная от сторон треугольника ЛВС, яв­

ляется точкой пересечения биссектрис ЛЛ,, ВВ„ СС,. Тогда, при­
меняя к треугольнику ЛВС теорему о сумме углов треугольника,
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получаем 2 / . А В О  +  2 А О А В  +  2 / .О С В  =  180°. Так как А А В О  =  
=  39°, то А О А В + / . О С В  =  51°. Учитывая, что / О А В =  АОАС,  
а А О С В =  / .О С А ,  находим, что / . А О С  =  129°.

47.7*. Пусть Л и В — точки пересечения окружности с пря­
мой а, а В, и Л, — общие точки прямых АМ  и ВМ  с окружностью 
соответственно. Тогда / А А ХВ =  / А В ХВ =  99°, так как АВ  — 
диаметр окружности. Значит, отрезки ЛЛ, и ВВ, — высоты тре­
угольника АВМ.  Пусть О — точка пересечения этих высот. Тогда 
прямая МО содержит третью высоту треугольника АМВ.  Значит, 
МО А-АВ и прямая МО искомая.

48.5. 1) В треугольнике АВС / В  =  30°, / . С  =  90° (рис. 286). 
Тогда А  ВАС =  60°, О — центр вписанной окружности, М, Р, К — 
точки касания окружности сторон треугольника АВС.  Тогда ОЛ — 
биссектриса угла ВАС . Значит, / О А С  =  30°. В прямоугольном 
треугольнике ОКА ОК =  4 см, КА =  4Л[б см, /СС =  4 см, ЛС =  
=  4 +  4Д/3^ см.

2) Пусть в прямоугольной трапеции АВСО  с основаниями ВС 
и ЛО / . А = 9 0 ° ,  О — центр вписанной окружности, СО =  6 см, 
0 0  =  8 см. СО и ВО — биссектрисы углов ЛОС и ЛСО. Тогда 
^ О С О + ^ О О С = 0 ,5 ^ Л О С + 0 ,5 ^ В С О = 0 ,5 (^ Л О С + ^ В С О )=  
=  0,5* 180° =  90°. Значит, / .С О И  =  90°. Из прямоугольного тре­
угольника ОСО найдем СО = 1 0  см. Высота ОМ треугольника 
ОСО является одновременно и радиусом вписанной окружности. 
Используя различные записи формулы площади треугольника 
ОСО, получаем 0Л1*СО =  0С*0О , откуда ОМ =  4,8 см. А В =9,6  см, 
так как АВ  равна диаметру окружности. По свойству описан­
ного четырехугольника ЛО +  В С = Л В  + С О  =  19,6 см. Площадь
трапеции равна 4 " ( Л О  +  ВС) =  94,08 см2.

48.6. 1) 10(Д /3+ 1 )  см. 2) 216 см2.
49.5. 1) Пусть в треугольнике ЛВС АВ =  ВС, О — центр опи­

санной окружности, ВМ  — высота. Тогда МС =  6 см, ВМ =  8 см, 
ОВ =  ОС, ОМ =  8 — ОС, если точка О лежит внутри треугольника 
ЛВС, и ОМ =  ОС — 8, если точка О не лежит внутри Л  ЛВС. Из 
А М О С  получаем (ОС — 8)2 +  62 =  ОС2, откуда ОС =  6,25 см.

2) Пусть в трапеции АВСО АВ =  СО, О — точка пересечения 
диагоналей, / В О А  = 48°, ЛО — диаметр описанной окружности. 
Тогда / А В Э  =  90°. По внешнему углу при вершине равнобед­
ренного треугольника Л ОО находим /  ВОА = 2 4 ° . Значит, 
/ О В С  =  24°, / А В С =  114°, / В А О  =  66°.

49.6. 1) 12,5 см.
2) Пусть в трапеции АВСО АВ =  ВС =  СО =  Ъ см, / ВЛО =  

=  / С А О  =  66°. Найдем, что Л О =  10 см. Обозначим середину от­
резка ЛО буквой О. В треугольнике ЛОВ ЛВ =  ЛО =  5 см, 
/ В А О  =  60°, значит, и / ВОЛ =  / А В О  =  60° и ВО =  АВ =  Ъ см. 
Аналогично СО =  5 см. Значит, точка О равноудалена от всех 
вершин трапеции, т. е. является центром окружности, описанной 
около нее. Радиус этой окружности равен 5 см.
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50.3. 2) Да.
50.5. 2) ЕК =  ̂ А С У так как Е К = ^ А С  и ЕК\\АС по теореме

о средней линии треугольника, аналогично НМ =  ̂  АС. Значит, 
ЕК==~НМ.

50.6. 2) Точки А у Ву Су О являются вершинами некоторого че­
тырехугольника АВйСу  так как никакие три из четырех точек А у 
Ву Су О не лежат на одной прямой. Четырехугольник А В й С  яв­
ляется параллелограммом, потому что из условия АВ =  С й  сле­
дует, что отрезки АВ  и СО лежат на параллельных прямых и 
равны. Значит, диагонали четырехугольника А В й С  — отрезки 
>40 и ВС пересекаются и в точке пересечения делятся пополам.

51.5. 2) Параллелограмм, построенный на векторах б и с ,  бу­
дет ромбом с тупым углом, равным 120°. В таком ромбе мень­
шая диагональ равна его стороне. Значит, |б-{-с| =  |б | =  |с | =  
=  \а\. Вектор б-(-с будет направлен по меньшей диагонали ром­
ба, т. е. будет противоположен вектору а. Значит, а +  б +  с =  0.

51.6. 2) У к а з а н и е. Задача решается аналогично задаче
51.5 (2). Следует сложить по правилу параллелограмма векторы 
а и б.

52.1. 2) а) СВ = = А В -А С ;  б) М А = В А - В М .
52.2. 2) а) ВЛ =  С Л -С В ; б) ВВ==ЛВ —ЛВ.

52.3. 2) А В = — Су ВС — с — йу ОА =  а — с.

52.4. 2) В С = с  +  а, ОС =  а, ~ОА =  — а — с.
52.5. 2) Так как АВСО  — параллелограмм, то АВ =  ОС. Зн а­

чит, 0 В  — 0А =  0С  — 0О.  Отсюда получаем 0>4 =  0В  — ОС +  Ой.
52.6. 2) Из условия следует, что ОВ — 0А  =  0 С  — 0 0 .  Зн а­

чит, АВ =  ОСу т. е. отрезки >4В и СО имеют равные длины и ле­
жат на параллельных прямых. Следовательно, четырехугольник 
АВСО  является параллелограммом.

53.1. 2) а) СА; б) 6. 53.2. 2) а) СМ; б) 5.
53.3. 2) 6,5 см. 53.4. 2) 16 см.
53.5. 2) Проведем высоту СМ в трапеции АВСОу так как 

угол АВС  равен 45°, то углы САО и СОА также равны 45°, 
т. е. СА =  СО и АМ =  МО.  Далее можно доказать, что ВА =  СМ
и В/41|СМ. Значит, С В - С А  +  СО =  А В + С В  =  Л ?С +СВ =  Ж
|Л Ш |= 0 ,5 /1 О = - ^ р .

53.6. 2) —тр" • У к а з а н и е .  Задача решается аналогично 
задаче 53.5 (2).
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54.1. 2) 0/4 =  — 0,5/4В —0,5/4/), /4 К = 0 ,5 Л в + /4 О .
54.2. 2) 1)Р =  0.5ОЛ +  0,5ОС, Ш4 =  0 ,5 Ш +  0С .

54.3. 2) А К = р  +  0,2Л, К 0 = - р  +  О,8Л.
54.4. 2) СЕ =  р + 1 * ,  Ё Т = ^ к - ± р .

54.5. 2) МЯ =  Л М + Л Я = - | ( а  +  р ) + 1 р = - | а - { р .

54.6. 2) Ё Т =1в +  В Т = 1 ( а  +  р ) - ± а = ± а + 1 р .

55.3. 1) а) 2; б) - I ;  в) - 1 .

2 ) А С  =  В С - В А = М Н - З М  =  3 ( В Н - М ) = Ж Н .  Так как 
точки Л1 и Н не принадлежат прямой АС , то /4СЦЛ1#; кроме того, 
АС =  ЗМН.

55.4. 1) а) 2; б) 1; в) — 1. 2) У к а з а н и е .  Задача решается 
аналогично задаче 55.3 (2).

55.5. 1) Вектор ар будет коллинеарен вектору р при любом 
действительном значении а. Так как векторы а и р  неколлинеарны, 
то а ф а р .  Полученное противоречие доказывает, что искомого 
числа а не существует.

2) АЕ =  МЕ — МА =  ОМ +  МВ  =  ОВ. С другой стороны, ОТ  =
=  ИТ — и 6  =  ОН -\- НВ =  ОВ. Значит, АЕ — ОТ. Отсюда следует, 
что АЕ\\ОТ и АЕ =  ОТ. Значит, четырехугольник АЕТО  является 
параллелограммом.

55.6. 1) а =  0, (3 =  0.
55.7. 1) Пусть М — середина отрезка КЕ. Тогда А М = ^ А К - \ -  

- \ - ^АЕ .  Учитывая, что АК =  АВ +  ̂  АО,  а АЕ =  ̂ А О ,  получаем 

А М = ^ А В + ^ А О .  С другой стороны, АО А С = ^ А В - \ -

+  -^■/40. Значит, АМ =  АО , а потому точки М и О совпадают.
2) Пусть две медианы А А Х и В В Х треугольника АВС  пересе­

каются в точке О, причем АО =  хОАх, ВО =  у О В х, где х и у  — не­
которые действительные числа, отличные от нуля. Тогда
~АВ =  ̂ 0  -\-~ОВ =  хО Ах — у О В х, кроме того, АВ — СВ — СА =

=  2САХ — 2 СВХ =  2 В ХА Х =  20Л, — 20В,. Значит, *0/4, —# О В ,=

=  20/4, — 20В ,. Учитывая, что векторы 0/4, и 0 В Х неколлинеар­
ны, получаем х = у  =  2. Следовательно, в любом треугольнике 
любые две медианы делятся точкой пересечения в отношении 
2:1, считая от вершины.
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55.8. 1) Пусть СВ =  хСАх, С А = у С В х, где х  и у  — некоторые
действительные числа, отличные от нуля. Тогда А В = А О - \ - О В  =
=  2 0 А Х — 2 0 В Х =  2ВХА Х. Кроме того, АВ =  СВ — СА = х С А 1 — уСВ1.

Так как В ХА Х =  САХ — СВХ, получаем хСАх — уСВх =  2САх — 2СВХ.

Векторы САХ и СВХ неколлинеарны, значит, х = у  =  2. Следова­
тельно, отрезки А А Х и В В Х являются медианами треугольника.

2) Пусть в параллелограмме АВСО О — середина диагона­
ли ВО,  а М — середина диагонали АС. Тогда А О = ^ А В - \ - ^ А О

и АМ = ^ ~ А С = ^ ~ А В А О  . Следовательно, АО =  АМ  , т. е. точ­
ки М и О совпадают, откуда следует утверждение задачи.

56.5. 1) Пусть в равнобедренной трапеции АВСО  диагональ 
ВО составляет с большим основанием АО угол 60°. Проведем пер­
пендикуляры ВК  и СМ из вершин В и С на прямую АО.  Тогда 
АК  =  М О , ВС =  КМ. Длина средней линии трапеции равна 
0,5 (ВС-\-АО) =  КМ-\-МО =  КО. Учитывая, что ВО =  4 см, най­
дем КО =  2 см.

2) Единственный случай, соответствующий условию, показан 
на рисунке 287. Тогда АО =  2ВС , а длина средней линии равна 
1,5ВС.

56.6. 1) 8 см. 2) Единственный случай, соответствующий
условию, показан на рисунке 288.

57.1. б) 4 см2, 12 см; в) ВВ =  4ВА! +  ВС.
57.2. б) 40 см, 84 см2; в) ~ Р М = ^-Т в + ~ Р Т .

57.3. б) 20 см, 20 см2; в) ВО =  В С :+ |-В К .

57.4. б) 52 см, 156 см2; в) СА =  С Т + ^  ~СО.1о
57.5. а) Легко доказать, что МВ =  К й  =  2 см и МВ\\Кй.  Зн а­

чит, МВ/СО — параллелограмм. Далее проведем высоту ромба 
ОВ к стороне АВ.  Тогда из треугольника ОВВ ОВ2= ( 2 Д р ) 2— 
— ВВ2, а из треугольника БА Е  й Е 2 =  52—(5 — ВВ)2. (Если точ­
ка В не попадает на отрезок АВ,  то ОВ2= 5 2—(ВВ — 5)2 =  25 —
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— (5 — ВЕ)2.) Имеем 20 — ВЕ2 =  25 —(5 — ВЕ)2, откуда ВЕ =  2 см. 
Значит, точки Е и М совпадают, и, следовательно, А В М О  =  90°, 
т. е. МВКО  — прямоугольник.

б) ОМ =  ОЕ =  4. Значит, периметр прямоугольника МВКО  
равен 12 см, а площадь 8 см2.

в) 1ш = 'к с + 'с в + 'в м =^~ в а - ' в с + ^ 'в а  =  - о,2в а - ' в с .
57.6. б) 40 см, 96 см2; в) ~РМ =  - М Г — ^-М А.
58.1. б) 6,1 см, 5,1 см, 4,3 см, 76 см2.
58.2. б) 4,1 см, 2,9 см, 2,0 см, 11,2 см2.
58.3. 1) У к а з а н и е .  Отношение площадей подобных тре­

угольников ВЕС  и АОМ  равно квадрату коэффициента подобия. 
Значит, вначале следует найти площадь треугольника АОМ.  
Площадь треугольника ОСЕ равна 94,4 см2.

2) — .
’  13

58.4. 1) 68,4 см2. 2) | .
58.5. 1) Можно доказать, что треугольники АО О и ВОС по-

20добны. Отсюда находим /40 =  6 мм, А О = —  мм. Далее находим
О

искомый угол из прямоугольного треугольника /4 0 0 , /1 /4 0 0  =  
=  64°9'.

2) Можно доказать, что треугольники ОБЕ  и АВС  подобны 
с коэффициентом подобия, равным ВО:ВС.  По косинусу угла С

4
найдем з1 п С = -^ , а из прямоугольного треугольника К.ВС най­
дем ВС =  20 мм. Тогда коэффициент подобия равен 4:20 =  0,2, 
а искомое отношение 0,04.

58.6. 1) 48°35'. 2) 12 см.
58.7. 1) Можно доказать, что треугольники АВС  и А Б С  по-

ВС А С
добны, причем ’д с = ’А О ’ т* е* АС2 =  В С -А О у откуда АС =  4. Вы­
сота СЕ трапеции находится из прямоугольного треугольника 
САЕ. Площадь трапеции равна 12,9 см .

2) Пусть угол АВС  равен х, тогда А М С Н =  180° —х, 
^ .М А Н  =  х, так как сумма углов четырехугольника АМСН  равна 
360°, тогда А М А Н =  А А В С .  Известно также, что две высоты 
параллелограмма обратно пропорциональны сторонам паралле-

АМ АН АМ АНлограмма, на которые они опущены, тогда — или г .Си ЗС АВ ВС
Следовательно, треугольники МАИ  и АВС  подобны по двум сто­
ронам и углу между ними. Их коэффициент подобия равен
М Н:АС =  3:4. Тогда искомое отношение равно 9:16.

58.8. 1) 4,0 см2. 2) 4:9.
59.5. 1) У к а з а н и е .  0 С 2= 0 0 - А 0  =  48, ОС =  см. От­

сюда из треугольника АОС  получаем / -А О С  =  30°, А В О С  =  60°. 
Следовательно, ^ В С  — 60°.
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2) Пусть А В С О — данная трапеция, в которой >40 =  24 см, 
В С =  10 см, высота ВЕ равна 17 см. Окружность, описанная око­
ло трапеции, будет такж е описана около треугольника АВО.  
Можно найти, что АЕ =  7 см, ВО =  17 см. Тогда угол й В Е  равен 
45°. Отложим на луче ЕА от точки Е отрезок ЕК, равный 
17 см. Тогда А К В Е  =  45°, а А А В Е  < 4 5 ° . Следовательно, 
А  АВО <,90°. Далее, углы В А й  и СОА острые, так как являются 
углами при большем основании трапеции, а угол ВОА меньше 
угла СОА и, следовательно, тоже острый. Таким образом, тре­
угольник АВО  является остроугольным. Значит, центр окружно­
сти, описанной около него, лежит внутри этого треугольника и, 
следовательно, внутри трапеции.

59.6. 1) Треугольник СВО является вписанным в окружность, 
центр которой лежит на стороне ВС. Значит, ВОС =  90°. 
ВСА-СА  по свойству касательной. Таким образом, СО является 
высотой, опущенной из вершины прямого угла треугольника 
АВС. Значит, С 0 2 =  В0->40 =  12, СО =  2 ^ 3  см. Далее из тре­
угольника СВО находим А  СВО =  30°. Так как угол СВО впи­
санный, то искомая градусная мера равна 60°.

2) Пусть ВО =  х, тогда из прямоугольных треугольников АВО  
и ВСО находим >4В =  0,5х, >40 =  0,5 д/З^с, ВС =  х , СО =  *д /2.  Ес­
ли предположить, что биссектрисы всех углов четырехугольника 
АВСО  пересекаются в одной точке, то существует точка, равно­
удаленная от всех сторон четырехугольника, т. е. в этот четырех­
угольник можно вписать окружность. Значит, должно выполнять­
ся условие >4В +  СО =  ВС +  >40. Но 0,5х +  х л/2 Ф х - \ - 0 у5 д/з"х . 
Значит, наше предположение неверно.

60.3. 1) </ =  8* + 1 0 / .  2) а и су Ь и й.
60.4. 1) р =  —6/ + 0 / .  2) т и п> т и /?, п и /?, п и к> р и к.
60.5. 1) Пусть М — середина стороны ВС. Тогда АМ =

=  ' - (А В  +  АС), ~ А О = \ ж , АО = - 2 7 + ] .

2) Угол между векторами а и с есть угол между биссектриса­
ми первого и второго координатных углов, т. е. 90°.

60.6. 1) ВА =  т + ] .  2) 180°.
61.3. 1) ( - 1 ;  - 2 ) .  2) (2,5; 0).
61.4. 1) ( - 4 ;  - 4 ) .  2) (0;
61.5. 1) Пусть М — середина отрезка >4В. Тогда М (4; 6). Так

как точка С является серединой отрезка А М , ее координаты рав­
ны (2,5; 4).

2) Предположим, что точки >4, В, С лежат на одной прямой.
Тогда АВ =  к -А С , где к — некоторое число, отличное от нуля. 
Так как >4В (5; 0}, >4С {5; 12}, 5 =  5й, 0 =  12к. Из полученного про­
тиворечия следует, что точки >4, В, С не лежат на одной прямой.
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61.6. 1) Задачу можно решать аналогично задаче 61.5 (1). 
Предложим другое решение.

РМ =  2МК. Пусть К (х\ у ), тогда РМ {8; 6}, МК {х — 14; у — 9}. 
Значит, 8 =  2 — 14), 6 =  2 (у — 9), откуда х = 1 8 , у =  12; К  (18; 12).

2) Задачу можно решить аналогично задаче 61.5 (2). Приве­
дем другое решение. По формуле расстояния между двумя точ­
ками находим, что М Я = У 1 3 \ ЯЯ =  УТз\ МР =  2 д/Тз . Значит, 
МН-\-НР =  МР, т. е. точка Н принадлежит отрезку МР.

61.7. 1) Рассмотрим расположение треугольника АВС  отно­
сительно осей координат, показанное на рисунке 289. Проведем 
через точки >4, В, С прямые, параллельные осям координат. Так 
как координаты точек А, В, С — четные числа, координаты точек 
Я, М, Н также будут четными. Следовательно, отрезки МА, А Р , 
МС, СЯ, ВЯ, РВ  выражаются четными числами. Отсюда выте­
кает, что площади треугольников АРВу АМСу ВСН  выражаются 
натуральными числами. Так как отрезки РМ и РН  также выра­
жаются натуральными числами, то и площадь прямоугольника 
РМСН выражается натуральным числом. Следовательно, пло­
щадь треугольника АВС  — натуральное число.

Аналогично можно рассмотреть другие случаи расположения 
данного треугольника.

2) Рассмотрим точки О (0; 0), А (1; 1), В (0; 1), М (х; у). Тогда 
приведенное условие означает, что М А=М О  =  МВ. Следователь­
но, точка М равноудалена от вершин треугольника ОАВ. 
Можно доказать, что треугольник АВО прямоугольный с гипоте­
нузой >40. Значит, М — середина отрезка >40; х = 0 ,5 , */ =  0,5.

61.8. 1) У к а з а н и е .  Задача решается аналогично задаче
61.7 (1).

2) Рассмотрим точки О (0; 0), >4 (0; 1), В (1; 0), С ( — 1; 1), 
М (х\ у). Тогда записанные в системе уравнения означают, что 
М А=М В  и МО =  МС. Значит, точка М является точкой пересе­
чения серединных перпендикуляров к отрезкам ОС и >4В. Одна­
ко можно доказать, что эти серединные перпендикуляры не пере­
секаются. Поэтому система не имеет решений.

62.1. 2) У&Г. У к а з а н и е .  Введите систему координат, 
как показано на рисунке 290.
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6 2 .2 .2 ) У24Г. У к а з а н и е .  Задача решается аналогично 
задаче 62.1 (2).

62.3. 1) а) Так как пары точек А и О, В и С имеют одинако­
вые ординаты, то прямые АО  и ВС параллельны оси ординат. 
Видно, что А й ф В С ,  значит, четырехугольник А В С О — тра­
пеция.

б) По формуле длины отрезка устанавливаем, что >4В =  ОС. 
Значит, четырехугольник АВСО  — равнобедренная трапеция, 
поэтому углы В А й  и СОА равны.

2) У 109 . У к а з а н и е .  Введите систему координат, как по­
казано на рисунке 291.

62.4. У к а з а н и е. Задачи решаются аналогично задачам
62.3. 1) б) Д а. 2) ЛЩ .

62.5. 1) По формуле длины отрезка устанавливаем АВ =  4,
>4С =  2, ВС =  2^\[3. Значит,А В 2 =  АС2-{-ВС2У т. е. угол С прямой. 
Кроме того, А С =  0,5 А В, следовательно, /1В  =  30°, ^.>4=60°.

2) Введем систему координат, как показано на рисунке 292. 
Из треугольника АОС  находим >40 =  3, СО =  З д /з \ Значит, 
>4 ( — 3; 0), В (1; 0), С (0; 3 ^^3 ). Пусть М — середина стороны ВС.

Тогда М По формуле расстояния между двумя точка­

ми находим АМ =  ̂ ^^9.
62.6. Задачи решаются аналогично задачам 62.5.

1) 45°, 45°, 90°. 2) УГ85.
62.7. Пусть >40 =  а, АВ =  Ь. Введем систему координат, как 

показано на рисунке 293. Можно доказать, пользуясь признака­
ми подобия треугольников, что к ( ^ а \  ~  6^. Очевидно также, что

В (а; -0 , > 4 /( |- |а ;  >4В |а ;  - | | .  Следовательно, >4К =  1,5 >4В.
Значит, точка К принадлежит отрезку >4В и делит его в отноше­
нии 1:2.

62.8. Пусть О — точка пересечения диагоналей ромба. Примем 
0 / /  =  а, 0 0  =  6 и.введем систему координат, как показано на ри-
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сунке 294. Тогда Я (в; 0), М (  — а; 0), К (0; } ) , О (0; Ь), Е

МК  (а ; , МЕ  ( у - ; . Значит, М Е = - |  МК,  т. е. точка К при-
надлежит отрезку МЕ  и делит его в отношении 2:1.

63.1. 2) (х +  4)2 +  ( у - 2 ) 2 =  25. 63.2. 2) ( х - 2 ) 2 +  (у +  4)2 =  25.
63.3. 2) з? +  (у — 3)2= 1 3 . 63.4. 2) ( л : -3 )2 +  ̂ 2=  13.
63.5. х?‘\-6х- \ -у2 =  х?-\-6х-\-9-\-у2 — 9. Значит, уравнением 

данной линии будет ( х + 3 ) 2 +  #2 =  9, а это — уравнение окружно­
сти с центром ( —3; 0) и радиусом 3. Можно вычислить, что сере­
дина отрезка АВ  имеет координаты ( — 3; 0). Непосредственной 
подстановкой в уравнение убеждаемся, что точка А принадле­
жит окружности. Следовательно, отрезок АВ  является диамет­
ром окружности.

63.6. Является. У к а з а н и е .  Задача решается аналогично 
задаче 63.5.

64.1. 3) Прямая и окружность не имеют общих точек.
64.2. 3) Прямая и окружность не имеют общих точек.
64.3. 1) Прямая пересекает оси координат в точках А ( —2; 0) 

и В(0; —4). Пусть О — начало координат. Тогда в треугольнике 
АОВ  угол АОВ  прямой, >40 =  2, ВО =  4, площадь треугольника 
>40В равна 4.

2) Точка >4(2; — 10) не принадлежит оси ординат. Так как 
прямая проходит через начало координат и не совпадает с осью 
Оу , то она имеет уравнение у =  кх , где к — некоторое действи­
тельное число. Подставив координаты точки >4 в это уравнение, 
получим к =  — 5. Уравнение искомой прямой Ьх-\-у =  0.

3) Имеют одну общую точку.
64.4. У к а з а н и е. Задачи решаются аналогично задачам

64.3. 1)6.  2) 4,5*—# =  0. 3) Имеют общую точку.
64.5. 1) Прямая 2х+ * /- |-4  =  0 пересекается с прямой х =  — 1 

в точке >4( — 1; —2), а с осью абсцисс в точке В ( — 2; 0). Пусть 
прямая х =  — 1 пересекает ось Ох  в точке С ( — 1; 0). Тогда надо 
найти площадь треугольника >4ВС, в котором угол С — прямой, 
>4С =  1, ВС =  2. Площадь А А В С  равна 1.

2) Так как абсциссы точек >4 и В различны, прямая >4В не 
параллельна оси ординат. Значит, ее уравнение можно записать 
в виде у =  к х + Ь .  Подставляем координаты точек >4 и В в это 
уравнение и получаем 10 =  й-|-6 , —4 =  - к - \ - Ь ,  откуда к =  7, 
Ь =  3. Тогда уравнение прямой 7 х — у-\-3 =  0.

3) Решив систему двух уравнений х2- ^ у 2 =  1 и х- \-у  =  1, полу­
чаем, что данные окружность и прямая пересекаются в двух точ­
ках >4 (0; 1), В (1; 0). Пусть М — середина отрезка АВ, О — нача­
ло координат. Тогда ОМ есть расстояние от центра окружности

Л/2до прямой >4В. Из треугольника АОМ  находим О М = - ^ - .  П ря­
мая и окружность имеют две общие точки.

205



64.6. У к а з а н и е. Задачи решаются аналогично задачам

64.5. 1) 13,5. 2) Ъх — 8 у — 1 1 = 0 . 3) Имеют две общие точки; Щ - -
64.7. Выберем систему координат так, чтобы точка А стала 

началом координат, а точка В имела координаты (4; 0). Пусть 
М (дг, у) есть произвольная точка, принадлежащая искомому 
множеству. Тогда х? +  у2 +  (х — 4)2-\-у2=  10. После преобразова­
ний получаем (х — 2)2 +  */2 =  1, т. е. искомое множество есть 
окружность с центром в середине отрезка АВ  и радиусом, рав­
ным 1.

64.8. Прямая, перпендикулярная АВ  и проходящая через точ­
ку М на отрезке А В , так, что АМ =  2УЪ.

65.3. 1) 25 У2 см2. 2) 20 У з см2.
65.4. 1) 20 УЗ см2. 2) 1 5 ^ 2  см2.

3*465.5. 1) По формуле площади треугольника имеем 3 = - 2 - з т  А ,
значит, 81п>4=0,5. Так как центр описанной вокруг треугольни­
ка АВС  окружности лежит вне треугольника и угол А наиболь­
ший, то угол А тупой, значит, ^>4 =  150°.

2) Так как площадь произвольного выпуклого четырехуголь­
ника равна половине произведения диагоналей на синус угла

С2 д/2*
между ними и АВ =  ВО у то искомая площадь равна —-— .

65.6. 1) 120°.
2

2 ) — . У к а з а н и е .  Угол между диагоналями находится с
помощью теорем о внешнем угле треугольника. Далее задача ре­
шается аналогично задаче 65.5 (2).

65.7. Площадь треугольника АВС  равна сумме площадей тре­
угольников АВО  и ВОС. Значит, 0,5а6 з т  а =  0,5а ВО з т  р +
+  0,56 ВО 81п (а  — Р), откуда получаем ВВ = --------— 5Ш а .

а 81П Р +  6 81П ( а — Р)

в5.8. — т т — .
п 81П ( а  +  р ) — т 81П а

66.3. 1) 28,8 см.
ь ВС2) В треугольнике АВС  применим теорему синусов = -------.

81П р 81Г1 а

Отсюда В С =  5!П а . По теореме о сумме углов треугольника 
81п р

найдем угол АСВ. /С А С В =  180° — а — р. Применяя теорему си-
о л г  „ о п  ь 81П а  81П ( а  +  Р) нусов к треугольнику ВОС , найдем ВО —

66.4. 1) 13,3 см. 2)
81П Р 81П у 

ГП 81П у
81П(а +  Р)

66.5. 1) 49,8 см . У к а з а н и е .  Вначале найдите ВС, поль­
зуясь теоремой синусов.
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2) Пусть М — середина высоты ВО.
Тогда Е В М = А М В Р  =
А  ВРЕ =  180°—(а +  р). Пользуясь теоремой
синусов, получим из А Е В М  и  А В М Р

В в
Л 8Ш Л 51П

ЕМ =  МР-- 2
2 з т  а  2 51П (а  +  Р)

Тогда
о

Л 81П ,

* \81П а  81П (а  +  Р )/

После преобразований получили ЕР = -
/г 31П Р 31П (а+1)

2 81П (а  +  Р) 81П а  

Ш >. 1) 344,2 си». 2) г-н »1п . (»±_Р> .
31П Р 31П ( а + - ^ Ч

66.7. Продолжим медиану ВМ за точку М на ее длину (рис. 295)/ 
ВМ =  М /(, А В М С =  А К М А ,  значит, / - А К В  =  $. По теореме си­

ло я о л о 2 т  31П Рнусов найдем ЛВ из треугольника А В К : А В =   ̂ .
в в 8  а  31П (а  +  Р)

2 з т  а
67.3. 1) 19,7. 2) 4 см. 67.4. 1) 13,0. 2) 19,7 см.
67.5. 1) Найдем площадь и третью сторону треугольника. 

Тогда искомая высота равна частному от деления удвоенной 
площади на найденную сторону, Л = 1 ,5 .

2) Пользуясь теоремой косинусов, найдем угол А треуголь­
ника, противолежащий стороне, равной 7,5 см. По формуле

- =  2/? найдем /? — радиус окружности, описанной около тре-
81П А
угольника, /? =  4,0 см.

67.6. У к а з а н и е. Задачи решаются аналогично задачам
67.5 (1, 2). 1) 4,9. 2) 3,2 см.

67.7. Пусть в треугольнике АВС  углам Л, В, С противолежат 
соответственно стороны а, Ь и с, /? — радиус описанной окруж­
ности. Тогда с2 =  а2 +  А2 — 2аА соз С и 8 т Л = - — з т В  =  - ^ ,  
з т  С = - ^ . Значит,

4/?2 з т 2 С =  4/?2 з т 2 Л +  4/?2 з т 2 В — 2 • 2/? з т  Л • 2/? з т  В соз С. 
з т 2 С =  з т 2 Л +  з т 2 В — 2 з т  Л з т  В соз С.

1 — соз2 С =  1 — соз2 Л +  з т 2 В — 2 з т  Л з т  В соз С. 
соз2 Л =  соз2 С +  з т 2 В — 2 з т  Л з т  В соз С.

67.8. У к а з а н и е .  Задача решается аналогично задаче 67.7.
68.1. 1) 0; 2; 2. 2) 48; 16° 16'. 68.2. 1) 0; 3; — 4. 2) 56; 30°ЗГ.
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68.3. 1) 0; 2. 2) — 63; 165°45'. 68.4. 1)0; — 2. 2) — 96; 163°44'.
68.5. 1) Векторы ОС и /40 сонаправлены. Значит, 0С-/4О =  

=  8-7 =  56. Пусть О — точка пересечения прямых АВ  и СО. Из 
треугольника /4 0 0  находим, что угол /4 0 0  — прямой. Тогда угол
между векторами АВ  и СО равен 90°. Значит, /4О-СО =  0.

2) ОА {г, - 5 } ,  ОВ {г, *}, ОА-ОВ =  ̂ - 5 х ,  х * - 5 х = - 6 ,  *, =  2,

х2= 3 .  Значит, 0/4 {2; — 5}, 0 0 { 2; 2} или 0 ^ { 3 ; — 5}, 0 0 { 3 ; 3}.

Угол между векторами О А и О В равен 113° 12' или 104°2/.
68.6. У к а з а н и е .  Задачи решаются аналогично задачам

68.5. 1) — 15; 0. 2) у =  2, * / = — 3; 107°6', 117°54'.
68.7. 1) СА • СВ =  СА • СО соз САВ, значит, соз С/40 <  О, т. е. 

угол С/40 тупой. Центр расположен вне треугольника АВС.
 ^2) Так как точка А лежит на оси Оу, то А (0; у), ЛС{6; 4 — у},
0 0 { 3 ; - 9 } .  Л С -0 0  =  0. 18 +  9 ( г / - 4 ) = 0 ,  у =  2, /4 (0; 2).

68.8. У к а з а н и е. Задачи решаются аналогично задачам
68.7. 1) Внутри треугольника АВС.  2) (1; 0).

69.1. 1) 7 см. У к а з а н и е .  Возведите равенство с =  а +  Ь 
в квадрат.

2) Пусть АВС  — равнобедренный треугольник с основанием
АС, ВМ — его медиана; АМ = А В - \ - В М ,  МС =  МВ +  ВС. Так как
АМ 2 =  МС2, то  А В 2 +  ВМ 2 +  2А В -В М  с о з  АВМ  =  М В2 +  ВС2 +  
+ 2МО-ОС соз МОС. Значит, А А В М =  А М В С ,  так как АВ =  ВС. 
Учитывая, что А М В А  +  А М В С <. 180°, получаем А М В А  =  
=  А М В С .

69.2. 1) У1Г см. У к а з а н и е .  Возведите равенство т  =  
=  п — % в квадрат.

2) Пусть АВС  — равнобедренный треугольник с основани­
ем АС, ВМ — его медиана. В М = ^ ( В А - \ - В С ) ,  АС =  ВС — ВА,

~ В М -А С = ^(В С 2 — ВА2) =  0. Значит, В М ± А С .
69.3. 1) 120°.
2) Пусть в треугольнике А ВС отрезок 0 0  является биссект­

рисой и высотой. Тогда ОО-/4С =  0, т. е. 0 0  (ОС — 0/4) =  О, 
ОО-ОС соз ООС — 0 0 -0 /4  с о з /4 0 0  =  0. Так как углы ООС 
и /4 0 0  равны, получаем ОО соз ООС(ОС — ВА) =  0, т. е. 
0 С = 0 /4 .

69.4. 1) 135°.
2) Пусть в треугольнике АВС ВМ  — медиана и биссектриса.

Тогда АМ 2= М С 2, (А в +  0Л4)2= (Л ?0 +  0С )2. А В 2+ В М 2 +  
- \ -2АВ‘ВМ  соз АВМ =  МВ2 ВС2-\-2ВС' ВМ  соз МВС.  Так как
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соз АВМ  =  соз МВС, то А В 2- В С 2 +  2ВМ  соз М В С ( А В - В С ) - О .  
(АВ  — ВС)(АВ- \-ВС- \-2ВМ  соз МВС) =  0. Учитывая, что А В > О, 
В С >  О, В М >  О, А М В С < . 90°, получаем А В  =  ВС.

69.5. 1) а2=(3р  — Л)2=  10, Ь2= ( р  + ЗЛ)2= 1 0 . Значит, |а | =  |6 |. 
Так как вектор с составляет с векторами а и Ь равные углы, то

?  с,  . Значит, а-с =  Ь'С.
| а | . | с |  | й | . | с |

Пусть с =  хр-\-ук,  где х  и у  — некоторые действительные чис­
ла. ас =(3р  — к) (хр у к ) = 3 х — у. Ь - с = (р - \ -З к ) (х р + у к )= х - \ -З у .  
Значит, З х - у  =  х-\-Зу, т. е. х=2у(* ) .  Т2= ( х р у к ^ — х2 у 2. Учи­
тывая, что |с | =Л /5 и равенство (*), получаем у = ±  1, х — ± 2 .  
Следовательно, с = — 2р — к, с =  2р +  к.

2) в в , —

С помощью теоремы косинусов получаем:

’Л В - А ^ = Л В - А С с о % В А С = л в ' + л ^ ~ в е ‘ .

Значит, а Х ,- в В, -  ‘ ^ * = * е+У?. , р .  с * .
о  о

д о в а т е л ь н о ,  м е д и а н ы  Л/4, и В В, в з а и м н о  п е р п е н д и к у л я р н ы .

69.6. 1) т — — 4а +  26, т — Аа — 2Ь.

2) Т А ]= ^ ~ В С — ~ВА. Так как ВЛ-ВС =  0,

получаем ~ВВК'~аХх— ^ В С 2— ^ В А 2. П о теореме Пифагора ВЛ2=  

— АС2 — ВС2. Значит, ВВ1.Л Л | = |В С 2- | Л С 2 =

69.7. 1) С В = | с В + | с Л .
С Е 2= ^ С В 2+ ^ С А 2+ ^ С В - С А  созЛ С В  =  4. СВ =  2 см.

2) У(Я{ —3; 3}, 2}. соз К = - ^ щ = ^ ; з т /( =

="\/1 — соз2 /С = 'у ^ '  • Тогда площадь треугольника МКР  равна 

^ К М - К Р & т К ,  т. е. равна | .

69.8. 1) ^ д м .  2) 2.
8 Зив Б. Г., 7— 11 кл. 209



70.5. 1) Пусть такой я-угольник существует. Тогда - —-  180 =
п

2
=  145, откуда получаем л = 1 0 у .  Но этого быть не может, так
как п — целое число. Следовательно, не существует правильного 
многоугольника, у которого каждый угол равен 145°.

2) Угол правильного пятиугольника равен 108°. Из равно­
бедренного треугольника А Ь Е  находим / . й А Е  =  36°. Зн а­
чит, и А В Е А = 3 6 ° .  Решая треугольник АОЕ,  находим 
А О =  1,2.

70.6. 1) Нет. 2) 3,2.
70.7. Шестиугольниками, треугольниками, квадратами.
70.8. Можно, например, шестиугольниками и треугольни­

ками.
71.3. 2) Пусть х  — радиус окружности, тогда сторона четы­

рехугольника равна 2х, а сторона треугольника Имеем 
2 х = х Л / 3  +У?"- Сторона четырехугольника равна 4 у Г - |- 6 .

71.4. 2) 6>^ +6  .О
71.5. 1) Пусть АВСИЕР  — искомый шестиугольник, О — его 

центр, О/С — апофема, проведенная к стороне АВ.  Вначале по­
строим равнобедренный треугольник АВО  по его высоте. Затем 
достроим его до шестиугольника.

2) Отношение периметров двух данных многоугольников равно 
отношению их сторон. Пусть Ьп — сторона описанного многоуголь­
ника, ап — сторона вписанного многоугольника. Очевидно, Ьп> а п.

Л 180° IЯП°
Пусть т2-=0,51. Можно доказать, что ап= 2 Е  з т  , Ьп= 2/?  ,оп п п

д  1 8 0 °где /? — радиус окружности. Тогда -~- =  с о з—— . При п =  3

1 8 0 °  П К  1 8 0 °  ^ ^ А С 1  ^  1 8 0 “соз ———= 0,5 , при я=^4 соз ———= — ]>0,51, при я > 4 соз

> Щ - . Следовательно, не существует таких натуральных значений 
1 8 0 °  Л С 1я, при которых соз ——— =  0,51.

71.6. 1) Пусть АВСОЕР  — искомый шестиугольник. Вначале 
построим равнобедренный треугольник АВС  с углом 120° при 
вершине. Затем достроим весь шестиугольник.

2) Так как данные многоугольники подобны, отношение их 
площадей равно квадрату отношения их сторон. Пусть Ьп — сто­
рона описанного многоугольника, ап — сторона вписанного мно­
гоугольника. Тогда следует ответить на вопрос, возможно ли не­

равенство “ ? > 4  или Далее задача решается аналогично

задаче 71.5(2). В результате получаем, что не может.
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Рис. 296 Рис. 297

71.7*. 1) На рисунке 296 АС  — сторона л-угольника, В С — сто­
рона 2л-угольника, О — центр окружности. Тогда площадь четы­
рехугольника ЛВСОО равна ~ВО*АС> а площадь треугольника

АВО  в 2 раза меньше, т. е. равна — ВО-ЛС. Следовательно, пло­

щадь 2л-угольника равна 2л ^  В О - А С = ^ ^ -  .
2) Дан правильный шестиугольник ЛВСОВЯ, точка М внутри 

его. Пусть Ьи 62, 63, 64, 65, 66 — расстояния от точки М до прямых 
А В , ВС, СО, ОВ, ВЯ, РА соответственно. Тогда площадь шести­
угольника равна сумме площадей треугольника А М В , ВМС , 
СМО, ОМВ, ЕМРУ РМА или 0,561у4В+0,562ВС+0,56за ) + 0 ,5 6 4В Я +  
+  0,565ВЯ +  0,566ЯЛ. Учитывая условие задачи, получаем, что 
площадь шестиугольника равна А/3 (61 +  62+ 63+ 64+65 +  66).

з л/з”С другой стороны, площадь шестиугольника равна —1— А В 2 или

18 "\/з” см2, откуда получаем, что искомая сумма равна 18 см.
71.8*. 1) Отношение периметров л-угольника и 2л-угольника 

равно половине отношения их сторон. На рисунке 297 ВР  — сто­
рона 2л-угольника, БС  — сторона л-угольника, ОС и ОА соответ­
ственно радиусы большой и малой окружностей. Можно дока­
зать, что А В О А  — А В О С .  Тогда, применяя теорему о биссект-

а г \ п  А С — АВрисе угла треугольника к треугольнику АОСу получим — — —  =

= - ^ р  Значит, ^ = х +  1. Учитывая, что ОС =  2ЛС, В Я = 2Л В , на-
ОС . . 0 х -\-1ходим, что -^ -  =  х + 1 .  Значит, искомое отношение равно — — .

2) Пусть АВСОЕР  — вписанный шестиугольник, М — произ­
вольная точка окружности. Тогда треугольники РМСУ АМО  и
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ВМЕ  прямоугольные, так как их соответствующие углы при верши­
не М вписаны и опираются на диаметр. Поэтому МР2-\-МС?=РСг=4, 
МЛ2+А Ш 2= 4 , МВ2-\-МЕ2 =  4, откуда получаем, что МР2-\-МС2-\- 
+  МА2 +  М 0 2 +  М В2 +  МЕ2=  12.

72.5. 1) Пусть а — искомый радиус, Ь и с — радиусы данных 
окружностей. Тогда 2ла =  2пЬ +  2лс, откуда а =  Ь-\-с, следова­
тельно, а =  58 см.

2) Пусть О — центр окружности, АВ  — хорда. Радиус О А найдем 
из формулы длины окружности. Решая треугольник ЛОВ, най­
дем угол ЛОВ. Далее по формуле длины дуги найдем искомую 
длину, она равна 9,7 см.

72.6. 1) 22 см. 2) 58,6 см.
72.7. Проведем отрезки ОЛ, ОМ , ОВ (рис. 298). Тогда угол 

ЛОВ является вписанным в первую окружность и опирается на 
диаметр ЛВ. ОМ А.А В  по свойству касательной. Значит, радиус 
второй окружности ОМ будет высотой, проведенной из вершины 
прямого угла> треугольника ЛОВ. Следовательно, ОМ =Л]т п , а 
длина второй окружности равна 2пЛ/пиг.

72.8. Пусть О, и 0 2 — центры малой и большой окружностей 
(рис. 299). Тогда прямая 0,Л  перпендикулярна к общей каса­
т е л ь н о й  двух окружностей и, следовательно, проходит через точ­
ку 0 2. Таким образом, отрезки АО  и АЕ  являются диаметрами 
окружностей, а треугольники АВО  и АСЕ  — подобными прямо­
угольными треугольниками. При этом ЛВ:ЛС =  ЛО:ЛВ. Значит, 
отношение диаметров окружностей с центрами О, и 0 2 равно х> 
следовательно, искомое отношение также равно х.

73.3. 1) 95,4 см.
2) Треугольник ЛОВ равносторонний, следовательно, угол ЛОВ 

равен 60°. Искомая площадь равна разности площадей сектора 
с дугой ЛВ и треугольника ЛОВ. Выполнив вычисления, получим

I в А Е

Рис. 298 Рис. 299
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73.5. 1) Уменьшится в 21 раз.
2) Решая треугольник А О В , найдем А Л О В .  Искомую пло­

щадь находим как разность площадей сектора с дугой АВ  и тре­
угольника АОВ.  Она равна 3,1 м2.

73.6. 1) Увеличится в 361 раз. 2) 36,3 см2.
73.7. Отметим точку О — центр полукруга и проведем прямую 

ВС. Так как ВСЦЛВ, площади треугольников АВС  и ОВС равны. 
Значит, площадь заштрихованной фигуры равна площади сектора 
с дугой ВС. Градусная мера дуги ВС равна 120°. Следовательно,

2 2 искомая площадь равна -=■ площади полукруга, т. е. — ($.
73.8. 20 .
74.1. 2) Рассмотрим вертикальные углы АОО  и СОВ, образо­

ванные при пересечении прямых АВ  и СО. Пусть при движении
В -^ В ,,  С ^ С Ху 0 - > 0 , ,  О -^ О ,. Тогда угол АОО  отоб­

ражается на угол А хОхО ХУ а угол СОВ — на угол С,О,В,, так 
как при движении угол отображается на угол. Докажем, что уг­
лы А хОхО х и С |0 ,В , вертикальные. Д ля этого достаточно дока­
зать, что отрезки А ХВ Х и СхО х имеют общую точку Ох.

При движении отрезок отображается на отрезок. Значит, об­
щая точка О отрезков АВ  и СВ отображается на общую точку О, 
отрезков у4,В, и С,В,. Следовательно, углы А хО\Ох и СхОхВ х 
вертикальные, образованные при пересечении прямых А ХВ Х 
и С,В,.

74.2. 2) Рассмотрим смежные углы АОВ  и СОВ. Пусть при 
движении А ^ А Ху В ^ В Ху С ^ С Ху 0 - ^ 0 , .  Тогда угол АОВ  отоб­
ражается на угол А Х0 ХВ ХУ а угол СОВ — на угол СхОхВ и так 
как при движении угол отображается на угол. Докажем, что уг­
лы А хОхВ х и СхОхВ х смежные. При движении отрезок отобража­
ется на отрезок, прямая — на прямую. Значит, точка О, леж а­
щая на отрезке >4С, отображается на точку Оь лежащую на от­
резке А ХСХУ а точка В, не леж ащ ая на прямой А С У отображается 
на точку В,, не лежащую на прямой Л,С,. Следовательно, углы 
Л ,0 ,В , и С,О,В, смежные.

74.3. 2) Рассмотрим два подобных ромба ЛВСВ и МРНК , в ко­
торых А А В С =  А М Р Н .  Пусть при движении А А Ху В-*-В,, 
С — СХу О — В| ,  М - + М ХУ Я -* -# ,, /С — /С|. Так как при
движении четырехугольник отображается на четырехугольник, уг­
лы и расстояния сохраняются, то четырехугольники А хВ хСхО х и 
М ХР ХН ХКХ будут ромбами, в которых А А ХВ ХСХ=  А М ХР ХН Х. Значит, 
при движении подобные ромбы отображаются на подобные ромбы.

74.4. 1) Рассмотрим два подобных прямоугольника АВСО  и
А В  В С

М Р Н К , в которых -рм=='рн ■ Пусть при движении А - * - А и

В - » В „  0 - » 0 „  М ^ М „  К — К,. Так
как при движении четырехугольник отображается на четырех­
угольник, расстояния и углы сохраняются, то четырехугольники
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А хВ хСуО\ и М ХР ХН ХК\ будут прямоугольниками, в которых 
В\С\ 0

-БЮГ=~о1Г  • Значит, при движении подобные прямоугольники отоб-Г\МХ Г ,/7,

ражаются на подобные прямоугольники.
74.5. 2) Так как при движении отрезок отображается на отрезок, 

то точка Я принадлежит отрезку ЕР; Е Р =  12 см, так как при 
движении длина отрезка сохраняется. Возможны два случая:

1. При движении А - > Е У В - + Р .  Тогда АМ =  ЕН по свойству 
движений.

2. При движении А Я, В - + Е .  Тогда АМ  =  НР  и 
ЕН =  ЕР =  А М .

Поэтому АЕ  равно 2 см или 10 см.
74.6. 2) Очевидно, что точка Т принадлежит отрезку ЕР  и 

МН =  ЕР. Возможны два случая:
1. При движении М->Е> Н Р. Тогда МК =  ЕТ.
2. При движении Н Е .  Тогда М К = Т Р .
Поэтому ЕТ:ЕР  как 3 :5  или как 2:5.
75.1. 2) Рассмотрим правильный шестиугольник АВСЭЕР  с 

центром О и поворот вокруг точки О на угол 60°. Для определен­
ности будем рассматривать поворот в направлении обозначения 
вершин шестиугольника. По определению поворота >4 В, 
В  — С9 С - > 0 ,  0 - > Е ,  Е-*-Р> Р->~А. Так как при движении от­
резок отображается на равный ему отрезок, при данном поворо­
те стороны шестиугольника отобразятся на стороны шестиуголь­
ника, т. е. шестиугольник отобразится на себя.

75.2. При параллельном переносе на вектор АВ  точка А отоб­
разится на точку В, а точка В — на точку, лежащую на прямой 
АВ.  Так как при движении прямая отображается на прямую и 
через две точки проходит только одна прямая, то при параллель­
ном переносе на вектор АВ  прямая АВ  отображается на себя.

75.3. 1) У к а з а н и е .  При данном параллельном переносе 
точка В перейдет в точку, которая одновременно принадлежит пря­
мым ВС и ВО, т. е. в точку В. Значит, надо построить точку, в кото­
рую перейдет точка А при параллельном переносе на вектор ОВ.

2) При данном повороте отрезок АС  отображается на отрезок 
ВС, прямая Р К — на прямую М Н , так как А Н О К  =  ^ А О С  =  
=  А В О С =  120°. Значит, точка К перейдет в точку Я, точка Р  — в 
точку М. Следовательно, отрезок КР отобразится на отрезок МН.

75.4. 1) Центр поворота— точка О должна удовлетворять 
двум условиям: а) ЛО =  ОВ =  ОС; б) А А О В =  / .В О С .  Такой 
точкой в равнобедренном прямоугольном треугольнике АВС  яв­
ляется середина гипотенузы.

2) Так как хорды АВ  и СВ равноудалены от центров окруж­
ностей одинакового радиуса, то АО\\ООх. При движении окруж­
ность отображается на окружность равного радиуса. Значит, 
при параллельном переносе А С, В О. Следовательно, отре­
зок АВ  отображается на отрезок СО.
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75.5. 1) Из условия задачи следует, что В й  =  Е М . Значит, 
четырехугольник ВОМЕ  — параллелограмм. Следовательно, 
чтобы отметить искомые точки, нужно через точку М провести 
прямые, параллельные сторонам угла АВС.

2) Заметим, что если поворот является центральной симмет­
рией, то точки Л, В, С, О могут лежать на одной прямой, которой 
будет принадлежать и центр симметрии. Если поворот не явля­
ется центральной симметрией, то точки Л, В, С, О не леж ат на 
одной прямой. В самом деле, если в этом случае точки Л, В, С, 
В лежат на одной прямой, то будут выполняться равенства 
О А =  ОВ, 0С  =  0 /) , где О — центр поворота. Поскольку сере­
динные перпендикуляры отрезков ЛВ и СВ, не лежащих на од­
ной прямой, не пересекаются, то записанные равенства возмож­
ны, если середины отрезков ЛВ и СВ совпадают. Но тогда 
А А й В Ф  А С О й .  Следовательно, условие задачи выполняется при 
угле поворота, равном 180°.

75.6. 1) Обозначим данные прямые через а и Ь. Для опреде­
ленности будем считать, что поворот на угол 70° относительно 
центра О совершается против часовой стрелки. Пусть при этом 
повороте а-> -а ,. Построим прямую а, и отметим точку С пересе­
чения прямых а, и Ь. Отметим точку В,, которая получается при 
повороте относительно центра О на угол 70° по часовой стрелке 
из точки С. Так как С^а,, В ^ а , С и В будут искомыми точками. 
Другое расположение искомых точек на прямых а и Ь можно по­
лучить, рассмотрев случай, когда одна из этих точек будет пере­
сечением Ь и Ьь где Ь-+ Ьх при повороте относительно центра 
О на угол 70° против часовой стрелки. Задача может и не иметь 
решения, если прямая а, не пересекает 6, а Ьх не пересекает 
а. Задача имеет бесконечное множество решений в случае, если а, 
совпадает с Ь или 6, совпадает с а.

2) Пусть некоторая фигура переходит в себя при параллельном 
переносе на вектор а. Тогда при параллельном переносе на вектор 
па (п — целое число) фигура также перейдет в себя. Докажем те­
перь, что не существует круга, внутри которого лежала бы данная 
фигура. Пусть такой круг существует. Отметим произвольную точ­
ку Л, принадлежащую фигуре, и проведем из точки А луч, сона- 
правленный вектору а. Пусть В — точка пересечения этого луча с 
окружностью. Тогда при параллельном переносе на вектор

( [ х ]  +  1^а точка А перейдет в точку, лежащую вне круга, что

противоречит тому, что фигура должна переходить в себя. Зн а­
чит, не существует круга, внутри которого леж ала бы данная фи­
гура.

76.1. 1) Рассмотрим центральную симметрию относительно точ­
ки О. При этом движении А С, В О, отрезок А В в отрезок БС.  
Значит, середина отрезка АВ  — точка М отображается на сере­
дину отрезка /)С — точку Я, поэтому О — середина отрезка МН.
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2) Пусть две параллельные прямые а и Ь пересечены секу­
щей АВ  в точках А и В соответственно, причем аА-АВ.  Рассмот­
рим параллельный перенос на вектор АВ.  При этом движе­
нии прямая а отображается на прямую Ь, а прямая АВ  — на 
саму себя, так как при движении углы сохраняются, то 
Ь ± А В .

76.2. 1) Рассмотрим равнобедренный треугольник АВС  с 
основанием АС, медианами ЛЛ, и СС, и высотой В К . При осевой 
симметрии относительно ВК  точка В перейдет сама в себя, а точ­
ка Л — в точку С. Тогда середина отрезка АВ  — точка С, перей­
дет в середину отрезка СВ — точку Л,. Значит, отрезок ЛЛ, отоб­
разится на отрезок СС,. Следовательно, ЛЛ, =  СС,.

2) Рассмотрим окружность с центром О. Пусть дуги АВ  и СО 
этой окружности равны. Тогда / . А О В = А С О О ,  а значит, 
А .А О С =  А В О й .  Рассмотрим поворот вокруг точки О на 
угол Л ОС, при котором Л->-С. При этом движении В->-/). Значит, 
ЛВ =  СО.

76.3. 1) Рассмотрим центральную симметрию относительно точ­
ки пересечения диагоналей параллелограмма. При этом движении 
отрезок ЛО отображается на отрезок ВС, прямая МН  — на себя, 
точка О — на точку В. Следовательно, Н ^  М и ОН =  ВМ.

2) Пусть а и Ь — данные параллельные прямые. Сначала по­
строим произвольную окружность, касающуюся прямых а и Ь, 
и проведем через точку Л прямую с, параллельную прямой 
а. Пусть В — одна из двух точек пересечения прямой с и по­
строенной окружности. Искомая окружность получается из по­
строенной параллельным переносом на вектор В А . Задача 
имеет два решения в зависимости от выбора точки В.

76.4. 1) Пусть в окружность вписана трапеция АВСО (АВ\\СО). 
Рассмотрим симметрию относительно прямой, проходящей через 
центр окружности перпендикулярно основаниям трапеции. При 
этой симметрии окружность, а также прямые АВ  и СО отобра­
жаются на себя. Значит, точка Л отображается на точку В, точ­
ка С — на точку О. Следовательно, ЛС =  ВО.

2) Выполним поворот относительно центра Л на угол 90° по 
часовой стрелке (для определенности). При этом повороте пря­
мая с отобразится на прямую с, и пересечет ее в точке В. При 
повороте относительно центра Л на угол 90° против часовой 
стрелки прямая Ь отобразится на прямую Ьь которая пересе­
чет прямую с в точке С. Треугольник АВС  искомый. Задача 
имеет единственное решение для данного направления пово­
рота.

76.5. 1) Через центр квадрата АВСО  проведены две взаимно 
перпендикулярные прямые МН  и КР, пересекающие стороны 
АВ, ВС, СО, АО  в точках К, М, Р и Н соответственно. Рассмот­
рим поворот относительно центра квадрата на угол 90°, при ко­
тором точка С отображается на точку В. При этом повороте пря­
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мая КР  отобразится на прямую М Н , отрезок С О — на отрезок 
ВС, отрезок АВ  — на отрезок АО.  Значит, точка' М перейдет в 
точку /С, точка Н — в точку Р. Следовательно, КР =  МН.

2) При симметрии относительно прямой с точка В переходит 
в точку А. Построим прямую Ьь симметричную прямой Ь относи­
тельно прямой с. Точка пересечения прямых а и Ьх будет точ­
кой А. Далее восстанавливаем треугольник АВС  по оси сим­
метрии с и вершине А.

76.6. 1) При параллельном переносе на вектор 0 ,0 2 окруж­
ность с центром О отобразится на окружность с центром 0 2, а 
прямая АВ  отобразится на себя. Значит, точка А перейдет в точ­
ку С, точка В — в точку В. Следовательно, ВО =  0 10 2, откудав о = о ,о 2.

2) При центральной симметрии относительно точки О точка 
О перейдет в точку В. Построим прямую, симметричную прямой, 
содержащей луч п, относительно точки О. Точка пересечения по­
строенной прямой и луча т будет точкой В. По точкам В и 
О можно восстановить квадрат АВСО.

77.1. 1) в) 6; в)
77.2. 1) б) Д/З; в) 30°, 60°, 90°.
77.3. 1) б) ВН  меньше Л,В,. 77.4. 1) б) 6.
77.5. 1) б) Можно доказать, что АО\\СВ.  Высота треугольни­

ка АВО,  проведенная из вершины В, равна высоте треугольника 
СВО, проведенной из вершины В), значит, площади этих тре­
угольников относятся как АО:ВС.  Треугольники АОО  и ВОС  по­
добны, поэтому А О :В С  =  Ь:а.

в) Можно доказать, что треугольники МОС и ВОН равны, зна­
чит, МО =  ОН. Кроме того, ^  СОВ +  СОМ +  МО А =  180° 
и ^  ВОН  =  0,5 А В О О  — 0,5 ^ А  ОС =  А М О А .  Следовательно, 
/ -  ВОН  +  ^  СОВ +  ^  СОМ =  180°, т. е. точки М , О, Н леж ат на 
одной прямой.

г) По теореме о внешнем угле треугольника / - А О О = ^ .
Пусть ОН — высота треугольника >400, М — центр вписанной 
в треугольник >400 окружности. Тогда из треугольника >400
АН =  Ь с о $ ^ у а из треугольника АМН МН =  Ь со5-^1§^-. Чтобы
найти радиус окружности, описанной около треугольника ВОС,
воспользуемся формулой —-— =  2/?, где с — сторона треугольни-

51П С
ка, противолежащая углу С, К — радиус описанной окружности.
Тогда искомый радиус равен — -— .

2 з ш |
2) У к а з а н и е .  Стороны искомого треугольника и начер­

ченного относятся как 4:3.
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77.6. 1) б) Так как треугольники ОКМ и ОРН равны, отно­
шение их периметров равно 1.

в) Можно доказать, что треугольники КОН  и МОР  подобны,
причем “̂ ==* ^  • Так как А Н : К Н  =  МВ: МР,  получаем, что

Учитывая, что углы АНО и ВМО равны, доказываем, что
треугольники АОН  и МОВ  подобны. Из подобия этих треуголь­
ников следует, что А  А О Н =  А  МО В. Далее можно доказать, что 
углы АОН  и МОВ  вертикальные, а значит, точки Л, В, О лежат 
на одной прямой.

г) а соз а  Ь
2 2 з т  а

2) У к а з а н и е .  Стороны искомого треугольника и начер­
ченного относятся как 2:3.

78.1. б) 20 см2. 78.2. б) 48 см2.
78.3. б) 2,4 см. У к а з а н и е .  Радиус окружности, вписанной

в ромб, равен половине его высоты.
78.4. б) 4,8 см. У к а з а н и е. Радиус окружности, вписанной в

ромб, равен половине его высоты.
78.5. а) Рассмотрим поворот на угол 90° относительно центра 

квадрата, при котором Т Я. При этом движении прямая КТ отоб­
ражается на прямую РН, прямая А й  — на прямую СО, прямая 
ВС — на прямую ВА. Значит, К -+ Р .  Следовательно, Т К = Р Н ,  
откуда можно доказать, что четырехугольник РКНТ  — квадрат.

б) Для определенности будем считать угол а острым. Тогда 
опустим перпендикуляр ТМ из точки Т на прямую ВС.
ТМ =  С й  =  ВС =  а . Из треугольника КТМ находим К Т = —-— .

§ш а
2

Значит, площадь квадрата РКНТ  равна -----— .
2 51П а

78.6. а) При симметрии относительно точки О прямая ОС 
отображается на прямую АВ,  а прямая КМ — на себя, т. е. К->

М, значит, КО =  ОМ. Аналогично получаем, что РО =  ОН. Так 
как в четырехугольнике АРОМ  сумма углов равна 360°, то 
А А М О  =  90°. Следовательно, отрезки РН  и КМ — высоты ромба, 
а потому РН =  КМ. Значит, в четырехугольнике МНКР  диагона­
ли равны и в точке пересечения делятся пополам. Отсюда следу­
ет, что этот четырехугольник — прямоугольник.

а2б )  . У к а з а н и е .  Найдите угол ОРК .
481

79.3. 1) 150°, 120°, 90°.
2) Пусть точки К и М — середины сторон АВ к АС  соответст­

венно, О — центр окружности, описанной около треугольника 
АВС.  Тогда КО и ОМ являются серединными перпендикулярами 
к сторонам АВ  и АС. Значит, А К =  11 см, АМ  =  8 см, > 40= 12  см.
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Решая прямоугольные треугольники АКО  и АМС,  найдем углы 
КАО и МАО,  а затем и угол ВАС,  он равен 71°45'.

79.4. 1) 45°, 45°, 90°. 2) 7°24'.
79.5. 1) 13:12:11. У к а з а н и е .  Сначала найдите градусные 

меры соответствующих дуг, а затем воспользуйтесь формулой 
длины дуги.

ВС2) Воспользуемся формулой —— = 2 /? , где Н — радиус окруж-
5Ш А

ности, описанной около треугольника АВС,  и найдем ВАС. З а ­
тем по теореме о сумме углов треугольника вычислим угол ВСА.  
Искомые углы равны 41 °49', 113°1Г или 138°11', 16°49'.

79.6. 1) 50°, 60°, 70°. 2) 125°19', 38°41' или 22°41', 141°19'.

80.1. 2) В О = ± в Х + ± В С .  3) х ? + у 2=18 .  4). 33°41'. Ук а -
з а н и е. Воспользуйтесь скалярным произведением векторов.

80.2. 1) (6; 9). 2) ( х - 7 ) Ч ( « / - 5 ) 2 =  34.

3) 0 Е = - ^ 0 С - ^ 0 0 .
4) 18°26'. У к а з а н и е .  Воспользуйтесь скалярным произве­

дением векторов.
80.3. 1) СА { - 8 ;  8}, СВ {6; 6}, С4 • С В = - 8 - 6  +  8-6==0, зна­

чит, треугольник АВС  прямоугольный с прямым углом С.
2) Треугольник АВС  прямоугольный, поэтому точка О явля­

ется серединой стороны АВ.  Значит, С О = ^  СА+т^ СВ.
3) ( х — 1)2+ (г / —9)2 =  50.
4) Зб°52/. У к а з а н и е .  Воспользуйтесь скалярным произве­

дением векторов.
80.4. 1) ~ВА{2\ 4}, ВС {4; - 2 } ,  ВЛ-ВС =  2-4 +  4 ( - 2 ) = 0 ,  

\ВА\ =  \ВС\ = ^ / 2 0 ,  значит, четырехугольник АВСО  — квадрат.

2) О С = ± А В  +  ± А О .  3) ( х —  1)2+ (г /  — 3)2 =  10.

4) 26°34/. У к а з а н и е .  Воспользуйтесь скалярным произве­
дением векторов.

80.5. I) К (2; 1), Л Л = У ( - 4 - 2 ) 2+ ( 0 - I ) 2 = У 3 7 .
2) Анализируя значения координат точек А, В, С, можно до­

казать, что треугольник АВС  равнобедренный, причем его ось 
симметрии совпадает с осью ординат. Следовательно, точка 
О леж ит на оси ординат и имеет координаты (0; у), ОА =  ОС. Зн а­
чит, Д/(0 +  4)2 +  (у — О)2 = У (0  — 0)2- Н # - 2 ) 2, откуда получаем 
у = — 3 и О Л = 5 . Уравнение окружности: лгг+ г /4 -3 2= 2 5 .

3) Пусть Р — начало координат. Тогда О Р : О С = 3:5, ОС =  

= - |  ОР. Однако О Р = ^  О А ОВ, поэтому О С = ^ О А - \ - ^ О В .
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4) 10° 18'. У к а з а н и е .  Воспользуйтесь скалярным произве­
дением векторов.

80.6. 1) М (4,5; 6), С М =  У (0 - 4 ,5 ) 2 +  ( -  12 —6)2 = У ! р 1 . .

2) Анализируя значения координат точек А, В, С, можно дока­
зать, что треугольник АВС равнобедренный, причем его основание !
АС  принадлежит оси ординат. Вычислим АС =  24, А В =  15, В С =  15;

2 5расстояние от точки В до прямой АС равно 9. По формуле г = — ,
где г — радиус окружности, вписанной в треугольник, Р  — пери­
метр треугольника, а 5  — площадь треугольника, находим г =  4. Тог­
да искомое уравнение окружности будет иметь вид ( х — 2)2 +  */2=  16.

3) Пусть К — начало координат. О В :0 /(  =  |- ,  О В = - - | о / ( ,

о / ( = 1 о ! + 1 о с ,  о в = - | о 4 - | о с .
4) 36°52'. У к а з а н и е .  Воспользуйтесь скалярным произве­

дением векторов.
81.3. 2) Обозначим данную прямую через а, данную точку 

через А. Прямые АВ и АС проходят через точку А (точки В и 
С принадлежат прямой а). В задаче 81.1 (2) было доказано, что 
любая из прямых, пересекающая прямую а и проходящая через 
точку А, а также прямые АВ и АС лежат в плоскости АВС. Зна- ; 
чит, все прямые, проходящие через точку А и пересекающие пря­
мую а, лежат в одной плоскости.

81.4. 2) Через две данные пересекающиеся прямые проходит 
плоскость а. Каждая из прямых, пересекающая данные прямые 
и не проходящая через точку А, имеет с плоскостью а две общие 
точки. Значит, все эти прямые лежат в плоскости а.

81.5. 1) а) Искомая точка есть точка Т пересечения прямых 
МН  и АВ.

б) Искомая линия есть прямая ТС.
2) Точки А, В, С есть общие точки плоскостей а и р .  Значит, 

плоскости а и р  имеют общую прямую, которой принадлежат 
точки А, В, С. Следовательно, точка С лежит на прямой АВ.

81.6. 1) а) Искомая точка есть точка Т пересечения прямых 
МН  и АС.

б) Искомая линия есть прямая ТВ.
2) Так как прямая а пересекает плоскость р в точке М, то 

М { р. В то же время М € а, потому что прямая а лежит в плоскости 
а. Значит, точка М принадлежит одновременно и плоскости а, и 
плоскости р. Следовательно, эта точка принадлежит прямой 6, 
по которой пересекаются плоскости а и р .

81.7. В треугольнике АВС угол С прямой. Точки А, В и О ле­
жат на одной прямой. Через эту прямую можно провести плос­
кость, в которой точка С не лежит. Поэтому точка С не всегда 
лежит в плоскости АВО.

81.8. Не всегда.
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82.1. 1) 48 см. 2) Скрещиваются. 82.2. 1) 20 дм. 2) Скрещиваются.
82.3. 1) 18 см. 2) Скрещиваются. 82.4. 1) 16 дм, 32 дм.

2) Скрещиваются.
82.5. 1) Так как прямая а параллельна прямой Ь и прямая 

с параллельна прямой а, то прямые Ь и с параллельны. Предпо­
ложим, что прямая с не лежит в плоскости а, а пересекает ее, 
тогда и прямая Ь пересекает плоскость а, так как если одна из 
двух параллельных прямых пересекает данную плоскость, то и 
другая прямая пересекает эту плоскость. Однако по условию за ­
дачи прямая Ь лежит в плоскости а.

2) По признаку скрещивающихся прямых прямые КН  и ОР 
скрещиваются. Значит, точки К , Н, О, Р  не леж ат в одной плос­
кости. Поэтому прямые ОК и РН  не лежат в одной плоскости, 
а значит, скрещиваются.

82.6. 1) Если а\\Ь, Ь\\с, то а\\с. По условию задачи прямая а 
пересекает плоскость а, значит, и прямая с пересекает плоскость 
а, поэтому лежать в ней не может.

2) Скрещиваются.
82.7. Пусть Е , Р, /С, Я, О, М являются соответственно середи­

нами отрезков АВ,  СО, АС, В й ,  ВС. Можно доказать, что четы­
рехугольник ЕНРК  является параллелограммом. Значит,„ отрез­
ки ЕР  и НК  пересекаются и в точке пересечения делятся попо­
лам. Аналогичное утверждение можно доказать и для отрезков 
ЕР  и ОМ.  Значит, прямые ОМ, ЕР,  НК  проходят через одну 
точку.

82.8. У к а з а н и е .  Задача решается аналогично задаче 82.7.
83.3. 1) 4. 2) Прямые могут быть параллельными или скре­

щивающимися.
83.4. 1) 5. 2) Прямые могут быть пересекающимися, скрещи­

вающимися, параллельными.
83.5. 1) У к а з а н и е .  Докаж ите, что четырехугольник 

РКНМ  является параллелограммом.
2) Можно доказать, что прямые ЕН  и КМ параллельны. Зн а­

чит, плоскости РЕН  и РКМ пересекаются по прямой, параллель­
ной прямым ЕН  и КМ,  проходящей через точку Р.

83.6. У к а з а н и е .  Задачи решаются аналогично задачам 83.5.
84.1. 2) 5 см. 84.2. 2) 14 см. 84.3. 2) 3 см. 84.4. 2) 5 см.
84.5. 1) Возможны два случая: точка К лежит между плоско­

стями а и р и точка К не лежит между плоскостями а и 
р. В каждом из случаев находим искомые отрезки из подобия тре­
угольников К А ХА2 и КВ^В2. Получаем К А{ =  3 см, КВ2= 1 6  см 
или ЛА, =  21 см, КВ2=  16 см. 2) Нет.

84.6. 1) 1,5 см и 7,5 см или 3 см и 7,5 см. 2) Нет.
84.7. Если данные прямые параллельные или пересекающиеся, 

то проведем через них плоскость. В этой плоскости А ХА2\\ВХВ2\\СХС2. 
Используя признаки подобия треугольников, можно доказать тре­
буемое равенство. Если данные прямые скрещиваются, то проведем 
через точку А, прямую, параллельную прямой А 2С2. Пусть эта пря-
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мая пересекает плоскость р и у  в точках В3, С3 соответственно. Тог­
да А ХВ3.В3С3= А ХВ 1:В ХСХ и А {В3.В3С3= А 2В2:В2С2. По доказанному 
выше прямые А 1С1 и Л,С3 пересекаются, а прямые Л,С, и Л2С2 па­
раллельны. Значит, у4|В,:Б,С, = /4 2В2:В2С2.

84.8. У к а з а н и е .  Задача решается
85.1. 1) Рис. 300. 2) Рис. 301.
85.2. 1) Рис. 302. 2) Рис. 303.
85.3. 1) Рис. 304. 2) Рис. 305.
85.4. 1) Рис. 306. 2) Рис. 307.

аналогично задаче 84.7.
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Рис. 309 Рис. 310 Рис. 311

85.5. 1) Рис. 308. 2) Рис. 309. Сечением является параллело­
грамм.

85.6. 1) Рис. 310. 2) Рис. 311. Сечением является параллело­
грамм.

85.7. Искомое сечение изображено на рисунке 312. Вначале 
строим прямую М Е , параллельную боковому ребру параллеле­
пипеда. X — общая точка плоскостей сечения и основания, так 
как принадлежит одновременно прямым МР  и ЕЙ. Точка Т стро­
ится как пересечение прямых КХ  и ОС. Отрезки НМ и МО стро­
ятся, исходя из параллельности противоположных граней парал­
лелепипеда. В случае, если прямые МР  и Е й  не пересекутся, 
прямая КТ проводится параллельно прямой МР.

85.8. Искомое сечение изображено на рисунке 313. Вначале 
строим прямые МЕ  и РТ , параллельные боковым ребрам парал­
лелепипеда, X  — общая точка плоскостей сечения и основания, 
так как принадлежит одновременно прямым МР  и ЕТ. Точки О и У 
получаем как пересечение прямой ХК  с ребрами АВ  и ОС соответ­
ственно. Отрезок УН строится, исходя из того что противоположные 
грани параллелепипеда параллельны. В случае, если прямые МР  
и ЕТ не пересекутся, прямая У О проводится параллельно прямой МР.

86.1. 1} 13 см. 86.2. 2) 13 дм. 86.3. 2) 10 см. 86.4. 2) 12 см.
86.5. 1) Возможны два случая.
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а) Точки А и С лежат по одну сторону от плоскости.
б) Точки А и С лежат по разные стороны от плоскости.
В случае а) проведем высоту АК  трапеции АВСО.  Тогда АК =

=  8 см, /СС =  6 см. Из треугольника АКС находим, что АС =  10.
В случае б) докажем подобие треугольников АОВ  и СОВ, где 

О — точка пересечения отрезка АС  и плоскости. Из подобия тре­
угольников АОВ  и СОВ находим ОВ =  3, 0 0  =  5. Тогда >40 =
= з д /к Г .  О С = 5 аД о и А С = 8У Й Г

2) Нет, так как в противном случае прямые будут параллель­
ными.

86.6. 1) А/29 ИЛИ 5 а/5 . 2) Нет.
86.7. Так как две прямые, перпендикулярные одной плоско­

сти, параллельны, то четырехугольники АССХА Х и ВВ,В,В являют­
ся трапециями (или параллелограммами), плоскости которых пер­
пендикулярны плоскости а. Учитывая, что А А Х +  ССХ =  В В Х +  О й х, 
получаем, что средние линии этих трапеций (параллелограммов) 
равны. Пусть точки УИ, /С, М ь К х — середины отрезков >4С, ВО, >4,С,, 
В ,0 , соответственно. Тогда М М Х =  ККХ. Из перпендикулярности 
плоскостей четырехугольников АСС,В, и В В ,0 ,0  плоскости а вы­
текает, что М М Х̂ КК\. Следовательно, четырехугольник М КК\МХ 
является параллелограммом и МК\\МХК Х. В то же время можно 
доказать, что Л1/СЦАВ и М ХК Х\\АХЬ Х. Значит, А В ||А ,В ,, откуда 
следует, что >40||а. Аналогично получаем, что ВСЦа.

86.8. У к а з а н и е. Из равенства В В х =  ООх получаем, что 
ВО\\ВхО х. Далее задача решается аналогично задаче 86.7.

87.1. в) 6. 87.2. в) 24.
87.3. б) 84 мм2. 87.4. б) 84 мм2.
87.5. 1) Треугольники ВАВ и ВАС равны по двум сторонам и 

углу между ними, значит, ВВ =  ВС. Пусть К  — середина отрезка 
ВС. Тогда отрезки Э К  и АК  будут высотами треугольников АВС  
и ВВС соответственно. Значит, прямая ВС перпендикулярна 
плоскости А/СВ, а значит, и прямой АВ.

2) Если треугольники АВО  и АВС лежат в одной плоскости 
АВС, то прямая АВ может не быть перпендикулярной плоскости а.

87.6. 1) Очевидно, что ВВ =  ВА и треугольники ВВС и СВА 
равны. Значит, ВС =  АС. Пусть К — середина отрезка АВ. Тогда 
С К и В/С — высоты треугольников АВС и АВВ соответственно. 
Следовательно, прямая АВ перпендикулярна плоскости С/СВ, а 
значит, и прямой ВС.

2) Не всегда.
87.7. Очевидно, что треугольники АА,В, и АА,В, равны, зн а­

чит, А В х= А О х. Пусть О — середина отрезка В,В,. Значит, пря­
мая В,В, перпендикулярна плоскости АСС,, в которой леж ат 
прямые А ,0  и АО. Прямая А,С также лежит в этой плоскости, 
поэтому прямые А ХС и В хО х перпендикулярны.

87.8. Да. Ук а з а н и е .  Задача решается аналогично задаче 87.7
88.3. 15 см и 6 Уз" см. 88.4. 15 см и 8д/з" см.

224



Рис. 314

88.5. Опустим перпендикуляр В/С из точки В на прямую АС 
(рис. 314). Тогда прямые В/С и АС  взаимно перпендикулярны по 
теореме о трех перпендикулярах. Так как треугольник АВС  тупо­
угольный, то точка К  лежит на продолжении стороны А С за точ­
ку С. Из треугольника ВКС  найдем ВК =  5л/3  см, а из треуголь­
ника В/СВ /СВ =  10 см. Расстояние от точки В до плоскости АЭС  
есть высота ВМ  треугольника В/СО. ВМ =  2 ,5^3" см.

88.6. 2 см и д/З  ̂ см. У к а з а н и е .  Опустите перпендикуляр 
ЕК  из точки Е на прямую ОС (рис. 315). Точка К будет лежать 
на продолжении стороны ромба ОС за точку О. Далее задача 
решается аналогично задаче 88.5.

88.7. 1) Пусть А К  — высота треугольника ЛВС, а Л/С, — ее 
проекция на плоскость а (рис. 316). Можно доказать, что Л/С, — 
высота треугольника Л В,С, и /С/С, =  5 см. Последовательно нахо­
дим Л/С, из треугольника ЛВ,С,, Л/С из треугольника Л/С/С,: 
Л/С, =  12 см, Л/С =  13 см. Площадь треугольника ЛВС равна 91 см2.

2) Пусть даны две параллельные плоскости а и р. Из данного 
множества треугольников выберем произвольный треугольник ЛВС, 
в котором вершины Л и В принадлежат плоскости а, а вершина 
С — плоскости р. Пусть М  — точка пересечения медиан этого тре­
угольника, а СС, — одна из медиан. Через точку М проведем пря­
мую /СВ, перпендикулярную данным плоскостям, так что /Сба, 
В^р. Можно доказать, что треугольники /СМС, и ЕМС подобны,
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Рис. 318 Рис. 319

причем Е М : М К = С М : М С 1 =  2:1. Таким образом, каж дая точка 
искомого множества отстоит от плоскости а на одно и то же расстоя­
ние, равное расстояния между плоскостями. Значит, искомое мно­
жество есть плоскость, параллельная плоскостям а и р .

88.8. 1) Искомое множество есть плоскость у, параллельная 
плоскости р, причем плоскость р проходит между плоскостями 
у и а и делит расстояние между ними пополам.

89.3. а) 5д/(Г см. У к а з а н и е .  Проведем высоту ВК  ромба. 
Угол ЕКВ  будет линейным для двугранного угла ЕАйВ.

б) 50°46'.
89.4. а) 20^/3  см.
б) 67°48'. У к а з а н и е .  Проведем высоту ВК  параллелограм­

ма. Угол МКВ  будет линейным для двугранного угла М А йВ .
89.5. Проведем высоту СЕ треугольника АВС  (рис. 317),

СЕ= У г о л  СЕМ будет линейным для двугранного угла МАВС ,

его тангенс равен 2Д/1Г. Для нахождения угла между прямой 
АМ  и плоскостью МВС  спроектируем точку А на плоскость МВС . 
Так как треугольник АВС  тупоугольный, то точка /С, являю щ ая­
ся проекцией точки >4, будет лежать на продолжении стороны
ВС за точку С. Из треугольника АСК  находим СК =  ̂ г>

г—

Л / ( = а |  . Из треугольника МКС М К = -у-. Из треугольника
АМК  находим угол МАК,  он равен 30°.

89.6. 2 У 2 , 30°.
90.5. а) Искомое сечение изображено на рисунке 318. Это 

прямоугольник, в котором РМ\\Вй,  ТМ \\йОх.
б) Используя теорему о квадрате диагонали прямоугольного 

параллелепипеда, находим Л/4, =  8. Можно доказать, что А Р  =
=  А М = ^ Л О  =  2, РМ =  2 л Щ . Площадь сечения равна 16"^2.

90.6. б) 8 У 2 .
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90.7. Сечение куба плоскостью МНР  изображено на рисун­
ке 319. Для его построения вначале строим точку Т как пересече­
ние прямых НР  и ОС. Далее проводим ТО\\МН, ОК\\НР, КМ\\РЕ.

а) По теореме о квадрате диагонали прямоугольного парал­
лелепипеда ребро куба равно 2. Рассмотрев треугольники О хНР  
и ТОР, докажем, что О хН =  ОТ =  1. Далее, так как ТО\\МН^ВО  
и ВО || ТО, то ВО =  7 7 )=  1. Таким образом, можно доказать, что 
все вершины сечения являются серединами ребер куба, а сторо­
на сечения равна половине диагонали граней куба, следователь-

б) Так как прямая МН  перпендикулярна прямым А ХСХ и СС,, 
то прямая МН  перпендикулярна плоскости у4,С,С. Следователь­
но, плоскости МНР  и Л,С,С взаимно перпендикулярны.

90.8. а) 4 У З .
91.3. 1) У к а з а н и е .  Опустим перпендикуляр М К  из точки 

М на прямую АС. Точка К будет лежать на продолжении отрезка 
АС  за точку С, М/С =  6 см.

2) 60°. У к а з а н и е .  Докажите, что угол МОС  является ли­
нейным для двугранного угла МАОВ.

91.4. 1) 8 см.
2) 30°. У к а з а н и е .  Докажите, что ребро О В перпендику­

лярно плоскости АВС.
91.5. 1) Так как точка М равноудалена от вершин прямоуголь­

ного треугольника АВС,  то ее проекцией на плоскость АВС  слу­
жит точка О — середина гипотенузы АВ  (рис. 320), О/С — сред­
няя линия треугольника АВС.  Тогда угол ОКМ будем равен углу
между плоскостями АВС  и МВС.  0/С =  -^, А О К М  =  60°. Значит,

2) Проведем высоту МО треугольника МВС  (рис. 321). М ож­
но доказать, что прямая МО будет перпендикулярна плоскости 
АВС.  Проведем О/С перпендикулярно АС. По теореме о трех

но, его периметр равен 6д/2~.

М м м

А

Рис. 320 Рис. 321 Рис. 322
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перпендикулярах прямые МК  и АС  будут перпендикулярны. 
Тогда М К — искомое расстояние. Последовательно находим

О К = |  см, МО =  3 см, М К = Ц ^ ~  см.
91.6. 1) Так как точка М равноудалена от сторон ромба, то 

ее проекцией О на плоскость АВС  служит точка пересечения 
диагоналей ромба (рис. 322). Проведем ОК  перпендикулярно 
стороне ромба. Прямые А й  и МК  будут взаимно перпендикуляр­
ны по теореме о трех перпендикулярах. Угол МКО  будет линей­
ным для двугранного угла МАОС.  Находим ОК как половину

высоты ромба. Из треугольника МОК ОК =  МО , МО =  а^  .

2) ЗУЁГ см.
91.7. Пусть О — точка пересечения диагоналей квадрата, ле­

жащего в основании данного параллелепипеда АВСОАхВ хСхОх. Про­
ведем луч ОК перпендикулярно отрезку В й  до пересечения с пря­
мой ССХ в точке М. Угол между плоскостью сечения и плоскостью 
основания будет измеряться углом МОС. Из треугольника МОС нахо­
дим СМ =  ̂ ^2 > 0 0 ^  Значит, точка М лежит вне отрезка СС1 и сече­
ние будет иметь вид, указанный на рисунке 323. Далее из треугольни- 
ка ОРК находим О Р =  1, ОК=л12,  КСх =  Р С = л ] 2 - 1, Е Т = 2 Е К =  
=  2КСХ =  2 ( У 2 - 1 ) ,  В й  =  2 У 2 . Площадь сечения равна 4 — У 2.

2 Уз" — 191.8.
Уз

92.3. 1) 4Д/6 см2; 4Л/3 см. 2) 90°.
92.4. 1) 8 см2; 4У З  см. 2) 90°.
92.5. 1) АМЫС — искомое сечение (рис. 324), где МЫ\\А1СЬ 

ЫР\\ВВ{\ А Ы К Р  — линейный угол двугранного угла, образован­
ного плоскостями сечения и основания (РК1.АС).  Высота тре-

Рис. 323
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Рис. 325 Рис. 326 Рис. 327

угольника АВС В Е = ^ ~  з т  60° =  4, КР =  2, 1ё Ы К Р = ^  =

2 л/з”= — =  3. Отсюда следует, что /СЫКР =  60°, 7Ш =  4. Площадь

сечения 3 = ^ ( М Ы  -\-АС)-ЫК =  8Л/%.

2) 2л(2  см. У к а з а н и е .  Расстоянием между прямыми АА,  
и В , 0  служит расстояние между А А Х и плоскостью 5 5 , А  
т. е. длина отрезка АО  (рис. 325).

92.6. 1) 48 У 2; 45°; 2) 3 СМ.
93.3. 32 Уб см2; 16(2У б + У 2 )  см2.
93.4. 40 УЗ см2; 64 УЗ см2.
93.5. На рисунке 326 А В ХБ К  — угол между прямой 5 ,0  и 

плоскостью 0 0 ,С , (5,/(_1_00,С ,); В хК =  а з т  60°=-^Ц р- и 

0 ,/(= ^ - . Из прямоугольного треугольника 5,/Ш  следует, что / Ж =

=  В1К = а . Из треугольника 0 0 ,/ (  имеем 0 0 , = Д ^ - —- -̂ =
_= —^— . Тогда площадь полной поверхности параллелепипеда равна

5 = 4 а - ^ + а 2УЗ = а 2(2уГ+УГ).
93.6. а2(4+У2).
94.1. 1) Так как плоскости ЛВС и ЛЛ,С, перпендикулярны и 

прямая ВС, леж ащ ая в плоскости ЛВС, перпендикулярна линии 
пересечения АС  этих плоскостей, то В С А .А А ХСХ. Следовательно, 
ВС_1_СС,. Отсюда следует, что параллелограмм СС,В,В являет­
ся прямоугольником (рис. 327).

2) 300 см2.
94.2. 1) У к а з а н и е .  Задача решается аналогично зад а­

че 94.1 (1). 2) 300 см2.
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Рис. 328 Рис. 329 Рис. 330

94.3. 1) Так как .̂>4,>4С =  ^.у4,у4В<90°, т о  боковое ребро АА Х 
проектируется на биссектрису угла ВАС (рис. 328.). >4,0 А.АВС.  
По условию треугольник АВС  равнобедренный, а потому 
АКА-ВС.  На основании теоремы о трех перпендикулярах можно 
утверждать, что >4>4,_1_СВ, н о  так как СС, ||>4>4,, т о  ССхА.СВ , а по­
тому параллелограмм ССХВ ХВ является прямоугольником.

2) 4 0 ( 3 + У 7 )  см2.
94.4. 1) У к а з а н и е .  Задача решается аналогично задаче

94.3 (1).
2) 3 ( 2 + д/2 + У Й Г ) см2.
94.5. 1) Вершина >4, проектируется в центр правильного тре­

угольника АВС  (рис. 329). Площадь боковой поверхности 5 =  
— где ССХВ ХВ — прямоугольник (см. доказатель­

ство к задаче 94.3 (1)); >40 =  - ^ .  Из треугольника >4,0/4 нахо-

дим, что >4/4, =  ̂ = -. Тогда 5 сс1в1в = ^ = г* Из треугольника А ХЕА нахо-

V
4 о? о?— — =

а VIЗ" о а2Л[М 3 , 2а2 _  а2 /0 , Л/7^ \
= 7 у Г ’ 5 ^ С-С = ^ Г -

2) Л  -|-§1п У к а з а н и е .  Перпендикулярным сече- 
с°з —

нием призмы является равнобедренный треугольник с углом при 
вершине а и с высотой, опущенной на основание, равной т. Пло­
щадь боковой поверхности находим как произведение периметра 
перпендикулярного сечения на боковое ребро.

94.6. 1) с (а-\-Ь) д/3~- У к а з а н и е .  Ребро >4>4, проектируется на 
биссектрису угла В А й  (рис. 330). Для нахождения высоты >4,/; 
боковой грани >4>4,/),0 последовательно рассматриваем прямоуголь-
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ные треугольники А хОА, АЕО  и А ХЕА. Высота А ХР грани А А ХВ ХВ 
равна А^Е. Площадь боковой поверхности 5  =  25ЛЛ.)01р +  25/,/,(в1в.

а/(1+5!пт)2 ) ---------------------У к а з а н и е .  Для решения задачи необхо-
81П —

2
димо предварительно доказать, что А А 1А.ВС  (рис. 331). Перпен­
дикулярным сечением призмы является треугольник СЕВ , при­
чем СЕ =  ВЕ  и / . С Е В  =  а, 5 бок =  РСЕВ-А А Х.

94.7. Применяя теорему о трех перпендикулярах, можно до­
казать, что А С А . В ХВ (рис. 332). Перпендикулярным сечением 
призмы является прямоугольный треугольник АСЕ ( / . А С Е  =
=  90°), СЕ =  а> з т  а, АС =  а з т  а ф, АЕ =  ----1-п а .

С08 ф
Периметр перпендикулярного сечения

а 81П а  (1 +С08 ф +  81П ф)Р =  а 81П а ( \  +  1§ фН— -—^
\  С08 <р /

Из Д В б , Е  находим:

ВВ,- а
> ^ б о к —  Р А Г С ’ В

С08 ф

а2 а (1 +со8 ф +  8 т  ф)

94.8.

2 соз а 

/2 81П 2ф (1 +  соз а +  81П а)

2 С08 ф

. У к а з а н и е .  Задача решается
2 соз а

аналогично задаче 94.7.
95.1. а) 4 ( У З + 2 У 2 Г )  см2; б) 68°57'; 79°6'.
95.2. а) 5 (5  +  У22Г) см2; б) 63°12'; 70°2Г.
95.3. 1) 28° 12'. 2) 4 2 1  см2. 95.4. 1) 77°4'. 2) 36 Уб см2.
95.5. 1) На рисунке 333 / . В Е О — линейный угол двугранно­

го угла, образованного смежными боковыми гранями ВМС  и

ОМС  (ОЕ А .М С ), ОД =  О С -з т  43°, —  . Отсю­

да можно получить, что Д  ВЕО та 111°25'.
ОЕ  81п 43‘
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Рис. 333 Рис. 334

2) На рисунке 334 А С Б В  =  60° — плоский угол при вершине 
пирамиды. Положим, что сторона основания равна а. Тогда высо­

та боковой грани Б Е  =  , а ОЕ =  - . Так как 0 0  =  4, то
2 2 У!Г

Щ— - ^ = 1 6 .  Отсюда а =  2Д/(Г. Тогда 0 Е  =  з У ^ .  5 бок =

=  з У ё " .зУ 2  = 1 в У З  см2.
95.6. 1) 69°42'. 2) 8У З  см2.
96.1. 1) 30 УЗ см. 2) 64 см2. 96.2. 1) 10 У з см. 2) 15 УЗ см2.

96.3. 1) 2) 27 см2. 96.4. 1) бУ З см. 2) 72 см2.
96.5. 1) а. У к а з а н и е .  Вершина пирамиды проектируется 

в центр описанной окружности, которая совпадает с серединой 
большего основания трапеции.

2) 24^/3^ см2. У к а з а н и е .  В сечении получается трапеция, 
основаниями которой служат высоты верхнего и нижнего основа­
ний пирамиды. Зная площадь этой трапеции, можно найти ее 
высоту, т. е. высоту усеченной пирамиды.

96.6. 1) 2/гУЗ; Л У З . 2) 140 см2.
97.1. 1) 60 см2. 2) 20(3  + У З ) см2.
97.2. 1) 27 см2. 2) 128 см2.
97.3. 1) 1 0 0 (У 2 + 1 )  см2. 2) 1 2 0 (2 + У З )  см2.
97.4. 1) 1 8 ( 2 + У З + У б )  см2. 2) 480 см2.
97.5. 1) На рисунке 335 АО А. АВС  и А  АЕО (АЕ _1_ ВС), явля­

ется линейным углом двугранного угла, образованного гранью

СОВ и плоскостью основания. АЕ =  АО =  а з т  60° =  а , ОЕ =  

= ^ - , А В = а ^ . $ а, = ^ А О - А С - \ - { О Е - В С А - \ А О - А В = ^ - +  

+ ^ ч + = т < з + л / б + у з ) .
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Рис. 335 Рис. 336 Рис. 337

2) На рисунке 336 г^С В 1Е =  30° (С Е Х .А А хВ х), С Е = ^ - ~ - . Из 
прямоугольного треугольника СВ{Е следует, что В 1С = 2 Е С  =  
=  аЛ[2. Тогда из треугольника СВВ{ получаем, что В ХВ =  
= ^ С В ] - С В 2 — а. 3 6ок =  (2АС +  А В ) ‘ВВ, =  а г( 2 + ^ ) .

97.6. 1) ^ ( 3  +  2 У З ). 2) ^ . ( 3 + У З ) .
97.7. На рисунке 337 А В Е И  (ОЕА.МС)  является линейным 

углом двугранного угла между смежными боковыми гранями.
5 б0к=^осн-Л1/С , где М К — апофема пирамиды. Из подобия

М К  КСтреугольников МКС  и ОЕС следует, что - Т р = - р г -  Отсюда

МК-
Э Е  ЕС

й Е - К С
ЕС  *

0 Е = ± ^ - ,  Е С — ~\1а2— а- —
2 8111 а  V 4 8' П « у 2  51П а

м к —  а У ^ - ° У ^  • 81П а  __________  а

2 з т  а  • 2 • а \ 2 5 ) г ^ а — 1 2 ~^2 з т 2а — 1

5 Л™ =  2а •
.  2 V 2  81П2а  — 1 V2 3'П2а — 1 V  — соз 2а

97.8. — у 3-~ -------.
4 у  4 51П2 <р — I

98.1. 1) а) с Д  С ? ;  б) ~ВА, СО, с Д ,  в) Д с .
2) Д а, а и Ь.
98.2. 1 ) а ) с Д ? Д  ~ВВЬ л Д  о Д ; б ) / Д ,  ~АОи КР; в )А ^С 1. 
2) Да, б и с .
98.3. 1) а) ~РТ, ~КМ\ б) ДД, ДО, МТ; в) Щ .
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2) Д а, а и с.
98.4. 1) а) ~КР, МТ; б) МТ, СВ, ~КР; в) КМ.
2) Д а, а и Ь.

98.5. 1) а) 1М н Т К , К Т »  Ш ,  ТМ и Д ,  МТ и Д ;
б) КТ и ЕМ, ТК и МЕ, ЕК и МТ, КЕ и ТМ;
в) кт, тк , 1м  и ~МЕ\ Д ,  Д ,  Ж г и тм; 1 т , т е , ~ к м  и Ж * .
2) Д а, Д  и М7\
98.6. 1) а) МТ и Ш , Т М  и Щ  и Д ,  ЮМ и ~ЁТ;
б ) ^ к Ж Е , Т М у 1 Т к , ~ т я Т Е , ~ К М л ~ Ё Т ;
в) МТ, ТМ,~КЕ и Д ;  Ш ,  Ш ,  ТЕ и Д ;  Д  ,Т К ,М Е  и 1м . 

2) Да, НЕ н КТ.
99.1. 1) АС. 99.2. 1) в Д .
99.3. 1) АС.  99.4. 1) СО,.
99.5. 1) А С  +  в Д  —л Д + В С ^ + 0 А ^ - 5 0 [ =  Д + О ^ Д  +

-|- ВС, — ЛЛ, -(- В,О, -(■ 0/4, =  /4 С Л- О, С, — /4/4, -(- В, О, -(- 0/4, ^  А С “А-

+во+Д—лД+/Д=Д+Д+7Д—лД== Д̂ -̂ ЁД—
- А А Д л с + ( ) = А С .

2) *=лв-лс-со=св+Д =Д +св=ов.
99.6. 1) На . 2) ЛВ.
100. 1. 2) —1лс. 100.2. 2) - 2 Л В .

100.3. 1) а) |Л В ;  б) |Л В ;  в) — 1,5Д .  2) —I .

100.4. 1) а) |А С ;  б) |-С Л ; в) |В С . 2) - 2 .
100.5. Так как А й А С =  А й А В ,  то вершина О проектируется 

на биссектрису угла ВАС  (рис. 338). По условию М^ВС,  а по-

тому Отсюда следует, что ВМ =  2МС , В С = — ЗСМ,

ам= Д + сЖ=Д+4-св=Д +4-(Д -Д )=4-Д +|Д .
о  о  о  о

100.6. а) 2 Д ;  б) | 0 Я ;  в) 1,5 Д - 0 , 5 Д .

101.1. 1) 1 Н + 5  +  17. 2) |Н  +  5 + | 7 .
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101.2. 1) 1 а + ± Ь - 7 .  2) | а  +  5 +  | с .

101.3. 1) 0 0 = 1 0 В = 1 ( М В - Л ? 0 )  (рис. 339), ~МО =  МС-\- 

+  СО =  МС-\-ВА = М С - \ -М А  — МВ.  Отсюда следует, что 0 0  =  

= 1 ( 6  — с —а +  6) =  —1 а  +  6 —1  с.
оч 2 -  . I т  , 2 -2) з а + з  6 +  з с.

101.4. 1) 1 а + { б + { с .

2) 1 ^ = А Р - 1 ^ = | ( 1 я  +  ЛС +  А О )-Л Л [ =

= —(6 +  6 +  с +  с) — а =  — а +  — ’̂+ 'з  с -

101.5. 1) ^  В хА х-\-ВхВ - \ - ^ В {Сх. У к а з а н и е .  Точка О яв- 
ляется точкой пересечения медиан треугольника А В й .

2) Введем базисные векторы О Л = а , ЭВ =  Ь и ОС =  с (рис. 340).
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Я М = О М  —О Я = 1 а —1 *  — 1 с ; А В = Ф $ — Ш = Ь - а ;  ОС =  с; 

+ 6  +  ОС =  — а +  6 + с. Отсюда следует, что ЯМ =  —1 л б  —

—1  ОС, т. е. векторы ЯМ, /46 и ОС компланарны, а следовательно, 
прям ее ЯМ, /45 и ОС параллельны одной плоскости.

101.6. 1) | б 1  +  В б [ + |б ? .
101.7. Пусть М, М, и Л12 — точки пересечения медиан основа­

ний и сечения соответственно (рис. 341). Выберем в пространстве 
произвольную точку О.

м 1м'2= Ш Г 2- Ш ^ = ^ ( ^ + Ш 2+ о с ' 2)— ^ ( д А 1+ Щ + о с 1) =

=-^ (А 1/42 -Ь С1С2).

Аналогично можно получить, что

Ж м = ± ( а $ + в $ + с $ у,

Л|42   ^1^2   ^1̂ 2   у

Отсюда следует, что

М хМ2= к **2 (А ХА В ХВ С \ С )  =  кМ хМ,

т. е. векторы М ХМ2 и М ХМ коллинеарны, а так как они отложены 
от одной и той же точки М ь то можно утверждать, что точки М х> 
М2 и М лежат на одной прямой.

101.8. У к а з а н и е. Задача решается аналогично задаче
101.7.

102.1. 1) (6 +  2 У З )  см2. 2) 2 см2. 3) а г с ^ -  4) 30°. 5) 2 см.

102.2. 1) 4 ( У 7 + 1 )  см2. 2) 2У З  см2. 3) 60°. 4) а г с с о а ^ .

5) 2л/2  см.

102.3. 1 ) 4 ( 4 У З + 3 ) с м 2. 2) 4Д/ 3  см2. 3)60°. 4 )30°. 5) Л^М =  
= | Л И  + 1 а $ + ± А $ .  6) 90°.

102.4. 1) (12 У Г + У156) см2. 2) 4 У Г  см2. 3) 60°. 4) агс!д 2 У Г -  
- 6 0 ° .  5) 0 0 = | Я Л + | 5 6 + 1  ОС. 6) 90°.

102.5. По данным задачи легко найти площадь треугольника 
АВС : 5^вс =  84. Площадь поверхности 8  =  Р авс-А А х +  23АВс  =  
=  588 (рис. 342). МНС  — сечение, площадь которого надо найти. 
Плоскости МНС  и АВС  пересекаются по прямой Яф, причем
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Рис. 342 Рис. 343

Р(}\\АВ. Из точки А опускаем перпендикуляр АР  на прямую Р (? 
и точки М и Р соединяем. М Р  — высота треугольника МНС.

А Р - —̂ - — —̂ - = 1 2 .  Из треугольника М АР  следует, что

М Р — 13. •$АШС= —• 14*13 =  91; / - М Р А — линейный угол дву­
гранного угла, образованного плоскостями МНС  и АВСУ

А Р  12 19
соз МРА  = - ^ = — . Отсюда А М Р А  — а гс с о з -^ . А  А М Р  — 

угол между прямой А А Х и плоскостью МНС, А  А М Р  =  агссо& ,1о
МК  =  { м с  +  ± м н  =  1 м а  +  ± А С  + { а в  =  - \ а а { +  

-\-~2 АС-\-~2 А В .

102.6. Так как ОЛ =  ОВ =  1)С, то вершина О проектируется 
в центр описанной около основания окружности, в данном слу­
чае на середину гипотенузы АС  (рис. 343). Из точки О опускаем 
перпендикуляр ОЕ на АВ  и точки О и Е соединяем. ОЕ — высо­

та боковой грани А О В у й О  =  л[Ъу ОЕ =  Щ~.  Из треугольника

й О Е  следует, что О Б = Д / з + - ^  = Л ^  ■ 5 б»к= ^ А С - й О  +  

+  2 ~ А В Ф Е = ^ + Л / З . Е В  — высота сечения ВМН.  Из треуголь­

ника РОВ следует, что Р В = ^ ^ - \ - 1 ~ Щ ~  • ^ с е ч МН • ЕВ =

= ^ А С ' Е В = ^ ‘2 ’^ : = Щ - ,  А Р В О  — линейный угол двугранного 
угла, образованного плоскостями ВМ Н  и АВС. 1%АРВО =
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Отсюда / ^РВО =  а г с ! д - ^ ,  А  О В Р — угол между 

прямой В В и плоскостью ВМН. { % А О В О = ^ ^ = л / 3 .  Отсюда

^ В В О = 60°.Тогда ВВВ= 60° -  агс!д ^ Ш = |  МВ + 1  ЛШ =

= ± М А  + 1 А В + ± А ё = - ± А О  +  ± А В + \ А ё .

Отметим, что Я(? — линия пересечения плоскостей ВМН  и 
АВС,  причем Р(}\\АС.

103.1. а) (0; 2; 2), (2; 2; 2);
б) [2; 0 ;^ -2 } , { - 2 ;  2; - 2 } ,  {6; - 4 ;  2};
в) р =  8 1 —2/-{-2й.
103.2. а) (2; 0; 4), (2; 4; 4);
б) {2; 0 ^  —4 Н 2 ;  - 4 ;  4}, {6, - 8 ;  4};
в) р =  6 / — 12/ —(— 0 * Л.
103.3. а) (0; 2; 2), (1; 1; 2);
б) (0; 0; 2>,_{ — 2; 2; 2;}, { - 2 ;  2; 3};
в) С =  31— / — Л.
103.4. а) (4; 4; 6), (2; 4; 6);
б) {0; 0; 6}, { - 4 ;  - 4 ;  - 6 } ,  {4; 4; 9};

в) а  =  0 * 7 + 0 - 7 +  15Л.
103.5. а) Из условия следует, что треугольник А й К  равно­

бедренный и высота й К  является и медианой. Поэтому К — се-
„  « ,/6 + 0  0+0 0 + 6 \ редина отрезка АС. Отсюда следует, что л  1 —— ; ь

т. е. К (3; 0; 3). Вершина В равноудалена от вершин правильного 
треугольника АВС,  поэтому точка В проектируется в его
центр. ВЛ4==-^(ВЛ+ВВ +  ВС). Учитывая, что В/4 {6; 0; 0},

ВВ {0; 6; 0}, ВС (0; 0; 6}, имеем ВМ {2; 2; 2}. Так как В (0; 0; 0), то 
М (2; 2^2); ■

б) С К {3; 0; —3}, АС  {— 6; 0; 6}, ОМ {2; 2; 2}. Отсюда следует, 
что р{  — 4; — 4; — 4} =  — 4 1 — 4 / — 46;

в) ВВ{101; 101; 101}, ВМ {2; 2; 2}. Отсюда следует,
что ВВ =  50,5ВМ, т. е. эти векторы коллинеарны, а так как 
они отложены от одной и той же точки В, то точки В, М и Е ле­
ж ат на одной прямой. ОМ А. АВС,  а поэтому и ОЕА.АВС.

103.6. а) МЕ  — высота прямоугольного треугольника КМР,  
катеты которого МК  и МР  соответственно равны 2 и

2 ^ .  т е - тогда М е Ц Ш Ц м Р.
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МК{0; 0; 2}, М Р { 2; 2; 0}, отсюда Л * я { |;  Так какк как

бедренного треугольника КМН  является и высотой пирамиды 
М Р Н К . Так как треугольник КМН  равнобедренный, то О — се-

б) 6 =  2 7 - 1 ,5 /  +  2,5Л.
104.1. а) У к а з а н и е .  Вычислите длины ребер и сравните

104.3. а) Необходимо доказать, что равны длины боковых ре­
бер ОА , ОВ и ОС. Отсюда следует, что они составляют равные 
углы с плоскостью основания.

б) Расчет показывает, что ЛВ =  4, АС =  4д/!Г и ВС =  4Д /з\ 
Так как ВС2 =  ЛС2 +  ЛВ2, то треугольник АВС  прямоугольный 
с прямым углом при вершине А . Так как В Л = О В  =  ОС, 
то высота ОЕ  проектируется на середину ВС, а потому

104.4. а) У к а з а н и е .  Для доказательства того, что боко­
вые грани составляют равные углы с плоскостью основания, не­
обходимо доказать равенство высот боковых граней.

б) (2; 2; 2). У к а з а н и е .  Необходимо найти середину от­
резка МК  или отрезка РН.

104.5. а) Поместим пирамиду в прямоугольную систему ко­
ординат так, что вершина А совпадает с началом координат, а 
вершины С, В и О принадлежат положительным полуосям Ох, 
Оу и Ог  соответственно. Тогда А (0; 0; 0), С (18; 0; 0), В (0; 12; 0), 
0 (0 ;  0; 5). Середина отрезка СВ — точка М (9; 6; 0). Тог-
да И М = У81 + 3 6  +  25 = ^ [ Й 2 .

б) Пусть О — точка пересечения медиан треугольника ЛВС.

Тогда 0 0 = ^ ( 0 А - \ -  ОВ ОС). Вычислим координаты вектора

ЪО  )тсюда 0 0 =  Д/36 +  16 +  25 = л / г Г .

У к а з а н и е .  Учитывая, что А С А В  =  г^САО =  45°, получа­
ем, что АВСО  — прямоугольная трапеция с прямым углом при 
вершине Л, причем ЛВ =  В С =  14. Поместим пирамиду в прямо­
угольную систему координат так, что вершина Л совпала с нача­
лом координат, а вершины В, В и В принадлежали положитель­
ным полуосям Ох, Оу и Ог  соответственно. Дальнейшее решение 
аналогично задачам 104.5 (а, б)

редина КН. Поэтому О ^ Г ^ ) ’ т- е- ° (°*  О’»

их. б)

104.2. б) (Д/Г; д/2; 2Д/2).

Е (2; 2; 3).
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104.7. 1) Поместим призму в 
прямоугольную систему координат 
так, как это показано на рисун­
ке 344. Пусть А (0; 0; 0), В (а; 0; 0), 
С(0; Ь\ 0), >4,(0; 0; с). Тогда
/ С ( | ; О ; С) , 6 ( О ; | ; О ) , М ( | ; О ; 0

^ Р  (0; Ь; 1  с). Необходимо доказать,
^ что прямые КЕ и МР  не параллельны ! 

и не пересекаются. КЕ ( —I ; 1 ;  — с), | 

МР  ( —у ;  Очевидно, что

К Е ф к М Р , т. е. векторы неколлине- 
арны. Следовательно, прямые КЕ и МР  не параллельны. Предпо­
ложим теперь, что прямые МР  и КЕ пересекаются. Тогда век­
торы КМ, КЕ и МР  компланарны и КМ =  хКЕ -\-уМР\  
* м { 0 ;  0; - | ) .  Так как разложение по базису единст­

венное, то

Рис. 344

0 = 2 2 
Отсюда следует система

4 * - - % ,  0 = ± х + Ь у ,  - Е = - с х + Е у ,С 

2
1 1 п
~2 Х ~2 У ~ ’

~2 х- \ -у =  0,

~ х + 6 У =
\_
2 ’

которая несовместна. Следовательно, наше предположение не­
верно, а прямые КЕ и МР  являются скрещивающимися.

2) У (х— 1)2+ у2+ 22 есть расстояние между точками М (дг, у, г) 
и А (1; 0; 0), а У д ^ -Н # — — между точками М (х; у\ г)  и
6 (0 ;  1; 0). Так как Л 5 = У Г , то МА-\- М В ^ У Г, а по условию 
МА-\ -МВ — 1. Следовательно, уравнение не имеет решения.

104.8. 1) У к а з а н и е .  Необходимо доказать, что векторы
РМ, ~Р% и РЕ  не являются компланарными.

2) Решением уравнения служат координаты всех точек отрез­
ка АВ,  где А (0; 0; 1) и 6  (1; 0; 0). У к а з а н и е .  Задача реша­
ется аналогично задаче 104.7 (2).

105.1. 1) а) 4; б) 0. 2) 30°. 105.2. 1) а) 2; б) 0. 2) 90°.
105.3. 1) а) 2; б) 0. 2) 180° — агссоз ^ .

105.4. 1) а) 2; б) 0. 2) а гссо з |- .
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105.5. 1) Примем векторы В й ,  ВС и ВА за базисные. Тогда, 
№ = ~ ( В С  +  вХ), ~МВ-~ВО =  -±(ВС+~ ВА)-~ВО  = -1всх
х ^ - { ^ - ^ = - | У з - У з 4 Ц у з . у з 4 = = - § .

2) Пусть Е (0; 0; г). Угол ВЕС будет острым, если Е В - Е С > 0,
~ Ё В { - 10; 7; 9 - г } ,  1 ^ (2 ;  6; - 4 - г } ,  ~ЁВ-1с =  - 2 0  +  4 2 -  
—(4 +  г)*(9 — г). Отсюда следует, что г2 — 5г — 1 4 > 0 . Тогда 
2 <  —2 или г > 7 .  Следовательно, искомые точки имеют коорди­
наты (0; 0; г), где г <  — 2 или г > 7 .

105.6. 1) —4. У к а з а н и е .  Задача решается аналогично 
задаче 105.5(1).

2) (х; 0; 0), где — 5 ^ х ^ 8 .  У к а з а н и е .  Необходимо
учесть, что С Л -С В ^О .

105.7. 1) 8 = ± А В - А С - & \ п В ;

3 2= ± А В 2-АС2&т2 В = ± А В 2-АС2 ( 1 -с о & 2 В ) =

= ± (  А В 2 ■ АС2 -  А В 2 ■ АС2 • со&2 В ) = и А & - А С 2- ( А В - А С ? ) .

Отсюда 8 = ^ А В 2-АС2- ( А В - А ^ ^ .

2) Рассмотрим векторы а { У зт 2 х + 0 ,5 ; V е082 х —0,5;
6{1; 1; 1}. Их скалярное произведение:

а-Ь=Л1з т 2х + 0 ,5  -|-У соз2 лс—0,5 +  Д/0,5.

С другой стороны, а-Ь — |а | • |6 | соз ф, где <р =  а; Ь.

Iа | = У з т 2х-(-0,5-|-соз2х — 0,5 +  0,5 = - ^ = ; |6 |= У 1Г ;

а- Ь = ^ = - ’\1& соз ф = ^ =  соз ф.

Наибольшее значение скалярного произведения равно ^= г. Та­

ким образом ^аибольш ее значение выражения У з т 2 х + 0 ,5  +
+  У  соз2 х — 0,5 +Д/0.5 равно 3 У 0 ,5 . Оно достигается при х = п к ,  
где к^Х.

105.8. 1) У к а з а н и е .  Задача решается аналогично задаче
105.7 (1).

2) Рассмотрим векторы а (У 1 х  ; у !  — х } и 5{1; 1}. Их ска­
лярное произведение: а-Ь — \ \  +  х + У 1  — х .  С другой стороны,
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й ‘Ь = \ а \ ‘ \Ь\ соз ф, где щ> — а;Ь. |а | = У 1  +  л:+  1 — х =Л/2\  |6 | =

= ^ 2 \ а ' Ь = ^ 2 ‘"\/2 созф  =  2соз ф . Наибольшее значение скаляр­
ного произведения равно 2. Таким образом, наибольшее 
значение выражения У Г + Т + У Г ^ * ”+ 1  равно 3. Оно достига­
ется при х = 0 .

106.1. 1) 45°. 2) 0. 106.2. 1) 30°. 2) 0.
106.3. 1) —дс2.
2) Необходимо доказать, что ^ .А С В  — 90°, и тогда АВ =  5. 

Л В - Л С + ^ - В Л +  С 4 - С В = А в - Л С +  А В - 1 5 в + Т % -С Я  =~АВХ
Х ( 1 с  +  С В ) + С 4 - С В = 1 в 2+ с 1 .  СВ =  25 +  0 =  25.

106.4. 1) 3у2. 2) 100. У к а з а н и е .  Задача решается анало­
гично задаче 106.3 (2).

106.5. 1) (а — 6 — с)2= 0 ,  а 2+ 6 2+ ? - 2 а - 6 - 2 с - а  +  26-с =  0,
9 + 1 6 + 2 5 + 2 ( 6 - с  —а - Ь — с -а )= 0 , отсюда 6 - с —а -Ь — с-а =  —25. 

2) Пусть О — произвольная точка пространства. Тогда
ЛВ-СВ +  ЛС-ОВ +  Л В -В С = (О В  — О 4 )-(0 В  — ОС) +
+ ( 0 С - 0 Л ) . ( 0 В - 0 В ) + ( 0 О - 0 Л ) . ( 0 С - 0 В ) =
=  0 8 - 0 0  —0 4 - 0 0  — ОВ-ОС +  ОЛ-ОС +  О С -О В — о 1 . о в _

— О С -0 0 +  0 4 - 0 0  + 0 0 - о с — о ! - о с  — о о - о в  +  о л - о в  =  о.
106.6. 1) —21. У к а з а н и е .  Задачи решаются аналогично 

задачам 106.5 (1, 2).
106.7. 1) ( (Ь'С)а — (а-с )Ь)  с =  ( 6 - с ) - ( а - с ) —(а- с) - ( 6-с)  =  0. 

Этим и доказывается перпендикулярность данных векторов.
2) 1 ( Л ^ + В ^ - Л С 5- В 0 5) =

= 1 ( ( А О + Л С ) .( А О -Л С )  +  (ВС +  В О ) .( В ^ - В О ))  =  

= 1 ( (Л О + Л С )-С О + (В С  +  ВО ).О С) =

= - ^ с о - ( 1 о + 1 с - в с - в о ) =  

= 1 с о -(Ло + о в + л с + с в ) = 1 с о -2л в =  а в - с о .
106.8. У к а з а н и е. Задачи решаются аналогично задачам

106.7 (1, 2).
107.1. 1) 45°. 107.2. 1) 60°.

107.3. 1) а г с с о з ^ .
2) Пусть точка О — основание высоты ВО, а М — точка пере­

сечения медиан грани ЕАВ.  Примем векторы ОА, ОВ и ОЕ за 

базисные. Тогда ОМ = \ (О А + ^ О В + ^ О Ё ) ,  а АВ =  ОВ — ОЛ,



Ш - А В = ^ ( О А ‘ ОВ-\-ОВ2 +  ОЕ-ОВ — ОА2-ОА-'ОВ-ОА-'ОЕ)==  

= ^ ( 0 В 2— СМ2) = 0 .  Следовательно, ОМ А-АВ.  Здесь было учтено, 

что ОВ =  ОА, ОЕА-ОВ  и ОЕА-ОА.

107.4. 1) а г с с о з -^ - .
2) У к а з а н и е .  Задача решается аналогично задаче 

107.3(2).

107.5. 1) Примем векторы СА, СВ и СС, за базисные и поло­
жим, что АС =  АВ =  ВС =  а. Тогда длина бокового ребра равна

; 1 В , = с в + сс?[- с а  ; ~всх= а ? {- с 5 ; • ' = С<%- +
\ 5

- \ - С А ' С В = \ — а2+-тг= —4тг- Здесь было учтено, что СС,Х.САО 2. Ш
.. п п  I п о  \~Го~\  \АВ1- ^ \  _  За2-5 _  1и СС| _1_ СВ. пБ ( — 5С | ——I— • соз ф — г  ̂ й — ~т.

Л/5 \Ж\- \В%\  10-6а 4

2) Рассмотрим пирамиду ОАВС.  Пусть А Е А .О В С  и Е^ОР,  

где О Р — высота грани ВОС.  Нужно доказать, что АО 1-ВС.  По 

условию ВСА-ОР.  Это значит, что ВС-ОР — 0, но О Р = А Р — АО.

Тогда В С ‘ОР =  В С - ( А Р —АО) =  В С ' А Р — ВС-АО =  0. Отсюда

ВС. АО =  ВС-АР. 1 с -а р = 1 с .(а е + 'ё р ) = в с . а е + 'в с -'ё р = о. 
Здесь было учтено, что АЕ А-ВОС,  а значит, АЕА-ВС.  Кроме то­
го, ОРА-ВС,  а потому и ЕРА-ВС (Е^ОР).  Из доказанного сле­
дует, что В С ‘АО =  0, т. е. АОА-ВС.

107.6. 1) агееоз 3^ ~  .14
2) У к а з а н и е .  Задача реш ается аналогично задаче 

107.5(2).
107.7. 1) Прежде всего нужно доказать, что А $ ВС. Тогда рас-

смот^м_треугольник ВАС. ВЙ{10; 0; 0}, ИЪ{8; 6; 0}; соз А В С — 
ЙЛ-ВС 80 4 „

— П^Г-ТВС1 = _1оЛо =  5 • Пусть А р ~  высота треугольника АВС;

А Р = А В & т А В С = Ю . ^ = 6 .

2) Пусть длина диагонали равна й.



(рис. 345). Примем векторы й А ,  ЭС 
и /Я ), за базисные,

о л - о с = = { о в ^ с л [ =

= 1 ( О Л  +  ОС +  0 0 , )  . ( О Л - О С  +

+  0 0 , ) = | ( 0 Л 2- 0 С 2+ 0 0 ? ) .  
Аналогично можно получить, что 

о с . о с ,  =  |  ( о ! 2 +  ОС2 -  ОО2) и 

О С ,. 0 0 ,  = 1  ( — 0 Л 2 +  0 С 2+ 00?). 

Отсюда

0 О -0 С  +  0 ^ - 0 ^ 1 +  0 С 1- 0 В ,= |( 0 Л ^  +  о Э + О О ? ) = |й 2. (2)
Из равенств (1) и (2) следует, что соз а +  соз р +  соз у =  1.
107.8. 1) Зд/2~. У к а з а н и е .  Задачи решаются аналогично 

задачам 107.7 (1, 2).
108.1. 1) а) ( - 1 0 0 ;  - 2 0 0 ;  - 1 ) ;  б) (100; 200; - 1 ) .
2) Так как при движении отрезок отображается на равный 

отрезок, каж дая сторона треугольника отображается на равный 
ей отрезок, и, следовательно, треугольник отображается на тре­
угольник с соответственно равными сторонами, т. е. на равный 
треугольник.

108.2. 1) а) ( —0,01; -0 ,0 2 ;  - 1 ) ;  б) (1; 1; 0).
2) У к а з а н и е .  Воспользуйтесь решением задачи 108.1 (2).
108.3. 1) а) У к а з а н и е .  Вычислите координаты середины 

отрезка АВ.  б) У к а з а н и е .  Вычислите координаты середины 
отрезка ВС.

2) Рассмотрим двугранный угол, образованный полуплоско­
стями а и р е  границей а и линейным углом ек9 где лучи е и к 
принадлежат полуплоскостям а и р  соответственно. Пусть при 
движении а-м*!, а-мх,, Р-*-Р1, к-+ки е-*~ех. Очевидно, что прямая 
а будет общей границей полуплоскостей а, и р,, в которых будут 
соответственно лежать лучи ех и кх. Так как при движении углы со­
храняются, то ек =  ехк х. Следовательно, при движении двугран­
ный угол отображается на равный ему двугранный угол.

108.4. 1) а) (3; 3; 3}.
б) У к а з а н и е .  Найдите середину отрезка АВ.
2) Пусть прямая АВ  пересекает плоскость а в точке А и об­

разует с ней угол ф. Пусть С — проекция точки В на плоскость
а. Проведем в плоскости а через точку С прямую Ь. Очевидно, 
что ВС 1.Ь. Пусть при движении а - ^ ,  А ^ А Ь В-*~Ви 

Ь-+Ьх. Очевидно, что прямая А ХВ Х будет пересекать плос­

ж ---------------

А  /.
{

ш
/ Г \ 7О

Рис. 345
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кость а,, а прямые >4,С, и Ьх будут лежать в плоскости а,. Так 
как при движении углы сохраняются, будет выполняться 
В,С,_1_6, В,С,±>4,С,, Х В ,Л ,С  =  А В А С .  Значит, В,С,±>4,С, и 
ХВ,>4,С,= А В А С .  Следовательно, при движении прямая и плос­
кость, составляющие угол ф, отображаются на прямую и плос­
кость, составляющие угол ф.

108.5. 1) Заметим прежде всего, что точка А (10; 20; 0) лежит 
в плоскости Оху. Пусть при осевой симметрии относительно пря­
мой а точка А отображается на точку В(дг, у\ г). Тогда середина 
отрезка АВ  — точка М имеет координаты (к\ к; 0), где к ф 0, так 
как принадлежит прямой а и не совпадает с началом коорди­
нат О. Значит, МА ± М О  и (10 — к) к +  (20 — к) к =  0, откуда 
к =  15. Используя формулы координат середины отрезка, полу­
чаем 1 5 =  +  * , 15 =  — , 0 =  - ^ - ^ ,  значит, >4,(20; 10; 0).

2) При данном отображении пространства на себя произ­
вольные точки >4 (х,; у х\ 2,) и В (х2; у2\ г2) переходят в точки 
>4, (2хх; 2у х\ 2г,) и В, (2х2; 2у2\ 2г2). Пользуясь координатной форму­
лой для нахождения расстояния между точками, находим, что 
А В ф А хВ х. Следовательно, данное отображение движением не 
является. ,

108.6. У к а з а н и е .  Задачи решаются аналогично задачам
108.5. 1) (0; 10; 20). 2) Да.

109.1. 1) Рассмотрим прямую а, перпендикулярную некото­
рой плоскости а, и две пересекающиеся прямые Ь и с, лежащие 
в плоскости а. Очевидно, что а Х 6  и а Л-с. Пусть при движении 
а-+аХ9 Ь-+Ьь с ^ с и а-*-а,. Легко доказать, что прямые с, и Ьх ле­
жат в плоскости а,, а прямая а, пересекает плоскость а,. Так как 
при движении углы сохраняются, то а хА-Ьх и а,_!_с,. Значит, 
а ,Х а , ,  т. е. при движении прямая, перпендикулярная плоскости, 
отображается на прямую, перпендикулярную плоскости.

2) Очевидно, что если одна из двух параллельных прямых пе­
ресекает плоскость а, то и другая пересекает ее. Пусть данные 
прямые а и Ь пересекают данную плоскость а в точках >4 и В со­
ответственно. Значит, при параллельном переносе на вектор >4В 
а-+Ь, а-*-а. Тогда по доказанному в пункте а) прямая Ь будет 
перпендикулярна плоскости а.

109.2. У к а з а н и е. Задачи решаются аналогично задачам 
109.1 (1, 2).

109.3. 1) Пусть дана правильная четырехугольная пирамида 
ЕАВСО  с высотой ЕО. При симметрии относительно прямой ЕО 
В->-В, А ^ С У С-+А, В -^В, В-^В, значит, квадрат АВСО  отобра­
жается на себя. Следовательно, ВО — ось симметрии пирамиды.

2) Пусть Н — произвольная точка пирамиды. Рассмотрим се­
чение пирамиды плоскостью БОН.  Очевидно, оно является тре­
угольником. По доказанному в пункте 1) при симметрии относи­
тельно прямой ВО точка Н отображается на точку Я,, принадле­
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жащую пирамиде. Но очевидно также, что точка Я, принадле­
жит плоскости ЕОНу т. е. принадлежит сечению. Последнее 
означает, что треугольник, полученный в сечении, отображается 
на себя при симметрии относительно прямой ЕО , проходящей че­
рез одну из его вершин. Значит, этот треугольник равно­
бедренный.

109.4. У к а з а н и е .  Задачи решаются аналогично задачам
109.3 (1, 2).

109.5. 1) У к а з а н и е .  Задача решается аналогично задаче
109.3 (1).

2) Проведем плоскость а через прямую с> содержащую сере­
дины противоположных ребер правильного тетраэдра. Пусть 
точка М принадлежит сечению тетраэдра плоскостью а. Тогда 
по доказанному в задаче 1 при симметрии относительно прямой 
с точка М отображается на точку М и принадлежащую одновре­
менно плоскости а и тетраэдру. Значит, сечение при симметрии 
относительно прямой отобразится на себя. Возьмем теперь про­
извольную точку Я, принадлежащую одной из двух частей, на 
которые плоскость а делит тетраэдр. По доказанному в пункте
1) при симметрии относительно прямой с точка Я отображается 
на точку Я,, принадлежащую тетраэдру. По определению сим­
метричных точек отрезок Я Я , пересекает прямую с, а значит, и 
плоскость а. Следовательно, точки Я и Я, принадлежат разным 
частям тетраэдра. Значит, эти части отображаются друг на дру­
га при симметрии относительно прямой с. Отсюда следует, что 
плоскость а делит тетраэдр на две равные части.

109.6. У к а з а н и е .  Задачи решаются аналогично задачам 
109.5 (1, 2).

110.1. 2) 54л см2. 110.2. 2) 24л см2.
110.3. 1) (*“  +  4Д /^) см2. 2) 2 4 см.  У к а з а н и е .  Необхо­

димо через указанную прямую провести плоскость, параллель­
ную оси цилиндра. Тогда расстояние от этой плоскости до оси 
цилиндра равно 5 см.

110.4. 1) (-“ + 1 б У З ^  см2. 2) 25 см.
110.5. 1) Пусть плоскости сечений пересекают основание ци­

линдра по хордам АВ  и ВС. Положим, что высота цилиндра рав­
на Л. Тогда АВ  =  Ц- и В С = П о  теореме косинусов находим,

что А С =  7 . С другой стороны, АС =  2/? з т  60°, где /? — ради-н 7
ус основания цилиндра. Отсюда следует, что Тогда

5бок =  2л/?Л =  2 л “ А =  14л, 5 бок= 1 4 л  см2.
2) Данная плоскость пересекает основания цилиндра по хор­

дам АВ  и СО (рис. 346), причем А В \ \С й . Можно доказать, что 
расстояние между хордами АВ  и СО равно длине ЕР, где Е и Е — 
середины этих хорд. По условию ЕЕ =  9 см. Спроектируем хорду
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АВ  на плоскость нижнего основания. Из рассмотрения прямо­
угольных треугольников А хОЕх и й О Р  следует, что ОЕх =  4 и 
ОР =  3. Тогда Е ХР =  7. Высота цилиндра ЕЕХ находится из тре­
угольника ЕЕХР и равна 4д /2 \ Тогда 5 б0К =  2лгЛ =  2 - 5 - 4 ^ 2 п  =  
=  4 0 см2- Площадь полной поверхности

5 =  4 0 я У 2 + 5 0 л = 1 0 л ( 5  +  4Д/2) см2.
110.6. 1) Пусть плоскости сечений пересекают основание ци­

линдра по хордам АС  и АВ,  Положим, что высота цилиндра рав­

на А. Тогда, учитывая условие, АС =  А В = ^ - ^ ~  и В С = -~ -.

П  ЛГ г - л о  А г  -Л /5 0 0  400~ 10Пусть АЕ  — высота треугольника САВУ А Е =  ------= ~Н '
1-1 с  200Площадь этого треугольника 5 =  —5- ;  радиус основания ци-200 

Л2
А С - А В - В С  25линдра /? = ---- ~ ------ = — . Тогда площадь боковой поверхности

цилиндра 5 б0К =  2я/?А =  2 я ~ * А , 5 бок =  50л см2.
2) Спроектируем вершину квадрата А на плоскость нижнего 

основания (рис. 347). Так как А В С й  — квадрат, то по теореме 
о трех перпендикулярах можно доказать, что >4,7)_1_ОС. В таком 
случае >4,С — диаметр окружности нижнего основания, А ХС =  
=  14 см. Из прямоугольного треугольника А хОС следует, что
Л ,0  =  У196— 100 см = У 9(Г  см. Высоту цилиндра АА,  находим из 
треугольника А А ,й .  Она равна 2 см. 5 б0К=  2я/?Л =  2я-7*2 см2. 
Площадь основания =  я /?2 =  49я см2. Тогда площадь поверх­
ности цилиндра 5 = 1 2 6 я  см2.

111.1. 1) 36я(д/2 + 1 )  см2. 2) 154я см2.
111.2. 1) 64я(3  +  2 У З )  см2. 2) 896я см2.
111.3. 1) 1 2 8 я (У 2 + 1 )  см2. 2) 2 см; 14 см.
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Рис. 348

111.4. 1) 16л (3 +  2 Уз") см2. 2) 176л см2.
111.5. 1) Центральный угол развертки боковой поверхности

конуса а = “ -360°. Так как а =  120°, то ^  =  ̂  и ^  =  3/?. Тогда пе­
риметр осевого сечения Я =  2 / ,+  2/? =  8/?; 8 /? =  16, Я =  2,
^  =  6. Отсюда 5 =  16л см2.

2) Пусть г — радиус основания меньшего конуса, а / — его 
образующая. Тогда площадь полной поверхности этого конуса 
равна лг/ +  лг2 (рис. 348). Площадь полной поверхности усечен­
ного конуса равна л (16 — / ) ( г +  Ю )-|-лг2+  100л. По условию эти 
площади равны. Тогда л (16 — / ) ( / '+  10) +  лг2+  100л =  лг/ + л г 2. 
Отсюда 2 /г— 1 6 г + 10/ =  260 (*). Из подобия треугольников

г 5 5АЮ|/4, и МОА следует, что -[=-%, т. е. г= -^  /. Подставив это выра-
5/2жение в равенство (*), получим —  1 0 /+  10/ =  260, I =  13-16 и

/ _ 4 д / ] Т  м о > _ М Л 1_ л Щ  о  М О , _  УГз
» ’ МО МА 4 ‘ и т с ю д а  о , 0  —  4 - д Д з "

111.6. 1) 96л см2. 2) 1 : ( У 2 - 1 ) .
111.7. 1) Построение показано на рисунке 349.
2) Если конус катится по плоскости вокруг неподвижной вер­

шины, то его высота МР  описывает коническую поверхность с
радиусом, равным РО (рис. 350); соз РМВ =  ~ У М Е = М Р Х

н  ьРХ соз РМВ =  Н — = —  , РО =  МЕ. Площадь поверхности, описан­

ной высотой, равна 8 =  П‘МР- РО =  пИ  .
111.8. 1) У к а з а н и е .  Задача решается аналогично задаче 

117 (1).
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Рис. 350 Рис. 351

2) Пусть 2р — величина угла при вершине осевого сечения 
конуса. Докажем вначале, что угол между высотами двух смеж­
ных конусов равен этому углу. Пусть Л и В — центры оснований 
двух соседних конусов с общей вершиной Р  (рис. 351). Тогда 
плоскость Р А В , содержащая высоты конусов, будет перпендику­
лярна плоскостям оснований конусов а и р, а следовательно, бу­
дет перпендикулярна прямой а пересечения плоскостей а и 
р. Прямая а будет общей касательной к окружностям оснований. 
Осталось доказать, что точка касания К принадлежит плоскости 
АРВ.  Очевидно, что АК1~а  и В /С ± а. Значит, прямая а перпен­
дикулярна плоскости АКВ.  Но через точку В можно провести 
единственную плоскость, перпендикулярную прямой а. Поэтому 
плоскости АКВ  и АРВ  совпадают. Таким образом, А А Р В  =  
=  А А Р К +  /~ВРК =  2$. Очевидно, что общая вершина конусов и 
центры их оснований являются вершинами некоторой правиль­
ной шестиугольной пирамиды РАВСОЕЕ  (рис. 352). При этом 
угол между высотой пирамиды ОР и боковым ребром равен 
90° — р. В пирамиде ОВ =  Р В 'соз р, АВ =  ОВ==РВ>соз р. Тогда, 
учитывая, что А  А РВ =  2$ по доказанному, из треугольника

Р

В 0,

0

с

с в
Рис. 352 Рис. 353
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РМВ  получим —— =  РВ • 81П р. Отсюда 1 ё Р = -^  и Р =  

=  а гс1 д |- , 2р =  2 а г с 1 § - |.

112.1. 2?я (1+ ^ )  см2 112.2. 16л см2.
Л/з̂

112.3. 3840л см2. 112.4. 96л см2.
112.5. Обозначим через 5„ площадь поверхности, которая обра­

зуется при вращении отрезка а вокруг оси. Тогда искомая пло­
щадь 5 П0В= 5 ^ в -|- 5 ,4С -|- 5дс =  ̂  {АО ВО\)-\-пАС*{АО ВО()-|- 
+  2 п В С -О 0  =  п ( А 0  +  В 0 , ) - (А В  +  А С ) + 2 п В С - О 0  (рис. 353). 
Площадь треугольника АВС  находим по формуле Герона:

5 = У 3 5 -7 -1 8 -1 0  = 2 1 0  см2; Л В = - ^ .

5 пов =  я ( ^  +  40 ) +  2л 17.20. 5 П0В= - ^ л  см2.

112.6. —5̂ - я  см2.

113.1. 1) а) ( х — 3)2+ У 2 +  г2=  16; б) да, нет. 2) 13 см.
113.2. 1) а) х ? + У  + { г  — 4)2= 9 ;  б) нет, да. 2) 13 см.
113.3. 1) а) ^ -( - (у  +  О.б^ +  г2— 17; б) да, нет. 2) 4 см.
113.4. 1) а) # + { у  — 0,5)2+ г 2=  14; б) нет, да. 2) 9 см.
113.5. 1) Указанная плоскость пересекает плоскость Огу  по

прямой АВ,  где А ((); 0; и В (0; 8; 0). Можно доказать, что
расстояние от центра сферы до этой плоскости равно высоте ОК

8л/3*прямоугольного треугольника А О В . Из того, что О А = — и
ОВ =  8, находим, что О/С =  4. Так как расстояние от центра до 
плоскости меньше радиуса сферы, то можно утверждать, что
плоскость и сфера пересекаются. Радиус сечения г = л\/В2 — с12, 
где й — расстояние от центра до плоскости. Тогда г =  
=Л]25 — 16 = 3 .  Длина линии пересечения равна 6л.

2) 147Л/3~ см2. У к а з а н и е .  Необходимо доказать, что тре­
угольник является правильным.

113.6. 1) Да; 16л. У к а з а н и е .  Указанная плоскость прохо­
дит через точки (6д/1Г; 0; 0) и (0; бд/!Г; 0). Дальнейшее решение 
аналогично решению задачи 113.5 (1). 2) 10 см.

113.7. 1) Данные уравнения необходимо переписать в виде
( * - 1 ) 2 +  ( г / - 2 ) 2 +  (2 +  3)2 =  25 и х* +  ( У - 4)2 +  (2 +  3)2 =  4. Коор­
динаты центров сфер: 0 ,(1 ;  2; —3), О2(0; 4; —3). Радиусы сфер 
соответственно: /?, =  5,̂  /?2 =  2. Расстояние между центрами сфер:
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Рис. 354 Рис. 355

* /= У Р + -2 ^= У 1 Г , й < /? |  — /?2- Значит, сферы не пересекаются 
и шары не имеют общих точек.

2) Расстояние от точки О до граней АВ С й ,  А А ХВ ХВ и  А Д ,# ,/) 
равно 10 см, что меньше радиуса сферы. Следовательно, Сфера 
пересекает плоскости АВС, А А ХВ и ЛЛ,/) и радиусы сечений
равны 5"\/1Г см. Расстояния до остальных граней больше радиу­
са сферы, а потому сфера не имеет с ним общих точек.

113.8. 1) Да.
2) Сфера пересекает плоскости АВС, А В В Х и ЛОО,. В первом 

случае радиус сечения равен 6 см, а в двух других 2 \ 5  см.
114.1. 1) 676л см2. 2) 4л дм. 114.2. 1) 400я см2. 2) 6л см2.
114.3. 1) 676л см2. 2) 4 ^ 2  дм. 114.4. 1) 676л см2. 2) 36я см2; 

36л см2.
114.5. 1) Пусть радиус сферы равен /?, а радиусы сечений /?, 

и /?2 (рис. 354). Тогда Я, =  0,Л  = " ^ / ? 2—-у  =  , Я2= 0 2В =

= ~ ^ /? 2—Щ-  — . Используя условие, имеем 2л • —

— 2 л - ^ - ^  =  6 ( 2 У 2  - У б ) л ,  / ? ( 2 У 2 - У б )  =  9 ( 2 У 2 - У 5 ) ,  
#  =  9. Площадь сферы 5  =  4л*81, 5  =  324я см2.

2) Радиусы сечений г, =  10 см и г2= 8 см, ЛС =  6 см
(рис. 355). Из прямоугольного треугольника А С 0 2 следует, что

С 0 2= У64 — 36, С 0 2= ^ 2 8  см. Из прямоугольного треугольника 
0 0 ,Л следует, что /?= У 1 0 0  +  28 = У 1 2 8 , В =  Ьл/2  см.

114.6. 1) 144л см2. 2) 4 см; 5 см.
115.1. 1) Зя см2. 2) 240д /2я см2. 115.2. 1) 64я см2. 2) 12л см2.

256115.3. 1 ) - ^ - я  см2. У к а з а н и е .  Центр сферы лежит в точ­
ке пересечения серединного перпендикуляра к боковому ребру 
пирамиды с ее высотой. Так как угол наклона боковых ребер к
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плоскости основания больше 45°, то центр сферы находится вы­
ше этой плоскости.

2) см2.
115.4. 1) 16л см2. У к а з а н и е .  Необходимо из центра 

основания пирамиды опустить перпендикуляр на сторону осно­
вания и его основание соединить с вершиной пирамиды. Полу­
чим линейный угол двугранного угла, образованного боковой 
гранью с плоскостью основания. Центр сферы лежит в точке пе­
ресечения биссектрисы этого угла с высотой пирамиды.

2) 35 д/1Гл см2.
115.5. 1) Вершина пирамиды М проектируется в центр опи­

санной вокруг основания окружности. Центр описанной сферы 
лежит в точке пересечения серединного перпендикуляра ЕО к 
ребру АМ  с высотой пирамиды МО, (рис. 356). Чертеж дан для 
случая, когда ф > 4 5 ° . Если же ф < 4 5 ° , то центр сферы располо­
жен ниже плоскости основания, а при ф =  45° центр сферы сов­
падает с центром описанной около основания окружности. Реше­
ние задачи для всех случаев совпадает. Радиус окружности, опи­
санной около основания, /? АМ = ЕМ =

2 з т  а 2 з т  а*соз ф

. В прямоугольном треугольнике МЕО А М О Е  =  ср.
4 з т  а «соз ф 

Тогда радиус сферы Ксферы =  МО
4 51П а* СОЗ ф • 81П ф

2 51П а-зш  2ф
С —  

• сферы
п а *

81П а-31П 2ф
2) В прямоугольном треугольнике ЕКР  (рис. 357) Е К = 4У з\ 

^  ЕР К = 60°. Тогда КР — ЕК  с!д 60° =  4, О К = О Р — К Р =  1. Отсю­
да следует, что площадь боковой поверхности цилиндра
5 = 2 я О /(-Е Л : =  2 я - Ь 4 У З ,  5  =  8 У З я  см2.
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Рис. 358 Рис. 359 Рис. 360

115.6. 1) Вершина пирамиды М проектируется в центр впи­
санной в основание окружности. Центр вписанной в пирамиду 
сферы лежит в точке пересечения биссектрисы угла М й В  с вы­
сотой пирамиды М О | (рис. 358). у4/) =  а -с о з а , 0 ,0  =  /41М в-|-=  

=  а с о за 1 д -^ - . Радиус вписанной сферы /?СфеРы =  0 0 |  =  

=  0 , / М ? - |= а - с о 5

5 сферы =  4ла2 соз2 а • 1ё2 • 1д2 .
2) На рисунке 359 изображено осевое сечение конуса вместе 

с осевым сечением вписанного в конус цилиндра. М О х =  
=  МО — 0 0 ,  =  10 д/з — 4 д/з = 6 д /3 ,  0 1В х =  М 0  с1§ 60° =  6. Пло­
щадь боковой поверхности цилиндра 5 = 2 я  « 0 ,5 ,-0 0 , = 2 я - 6*4 а/з", 
5  =  48а/3^ см3.

116.1. 1) 780 А/3 см3. 2) 1 2 ( 3 + а/5 )  см2.
116.2. 1) 1280А/3" см3. 2) 8-(5 +  аД З )  См2.

116.3. 1) 2) 18 см3.

116.4. 1) 2) 36 см3.
О

116.5. 1) Из точки В опустим перпендикуляр ВК  на АС и точ­
ки В, и /С соединим (рис. 360); А В ХКВ =  60°У так как это линей­
ный угол двугранного угла, образованного плоскостью сечения

с плоскостью основания; В О = у ,  В К • з т  6 0 °=  — . Из 

треугольника В ,ВК имеем ВВ, =  В/С 6 0 ° = - ^ . .  5 0СН — -  ;
т 2 Уз" 3т  З т 3 Уз*

У  ~~  4 4 16
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Рис. 361 Рис. 362 Рис. 363

2) С Е Х.А АхВ х (рис. 361), А С В хЕ =  а, так как это угол между 
прямой В хС и плоскостью А А ХВ Х. Прямоугольные треугольники 
АЕС  и СЕВХ равны, а потому В ХС =  Ь, ВС — Ы ц а. Из треуголь­
ника В ХВС  следует, что В В Х— Л1Ь* — Ь* 1е2 а =  —-— Л/соз 2 а .

  с о з  а

с  ____ 6 *  , /  с  с о  _  Ь 3  ®  А / с о к  2 а

Ь а в с — — о— » V —  Ъ АВС* в а х—   ----------------- .
*  2  с о з  а

Мв.6. 1 , 4 .  2) ^ с ! 8 . у - . ге2._
16 2  з т  а

117.1. 1) 480У З . 2) 8яа3. 117.2. 1) 64 см3. 2) 3468я.
117.3. 1) 192УЗ^ см3. У к а з а н и е .  Воспользуйтесь тем, что 

площадь основания призмы равна площади сечения, умно­
женной на косинус угла между плоскостями сечения и осно­
вания.

2) п/?(?

,17.4. 1) 324 см3. 2) — .
4 Я соз2|

117.5. 1) Можно доказать, что треугольник В ХЕЕ прямоуголь­

ный с прямым углом В ХЕЕ (рис. 362). ЕЕ =  У252 — 242 =  7, ВЕ =  

=  14. Из треугольника В ХВЕ следует, что В В Х =  Л/625— 196 =

- У 4 й ; 5г  =  Д ^ ;  У= 5 га . в в , - ^ . у з Л 4 3 - = ^ ^ .

2) па а . У к а з а н и е .  См. решение задачи 115.5 (2). 
4 ( 1 д а + 2 ) 3 г  '

117.6. 1) 9 ^  . 2) т°' ^3 1е « У к а з а н и е .  Задачи реша-
* 36 (1§ а + 2 )

ются аналогично задачам 117.5 (1, 2).
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118.1. 1) . 2) 3 0 УЗ см3. 118.2. 1) 48 У з . 2) 60 УЗ см3.
125 л/з"

118.3. 1 ) — -— см2. У к а з а н и е .  Докажите, что наклон­
ные боковые грани — квадраты.

оч а2* У3 __ „
1 ) — 2̂— • У к а з а н и е .  Предварительно нужно доказать,

что боковое ребро А А 1 перпендикулярно стороне основания ВС. 
После этого постройте перпендикулярное сечение призмы плос­
костью, проходящей через ВС, и найдите его площадь.

««О * 1Ч 343 д/2- з118.4. 1 ) — -— см.  У к а з а н и е .  Докажите, что грань, 
проходящая через другой катет,— квадрат.

ш2/2 ) — . У к а з а н и е .  Задача решается аналогично задаче
118.3 (2).

118.5. 1) Так как все ребра призмы равны между собой и 
А А ХАС =  / - А 1АВ =  Ъ0°> т о  >41у4=у41В =  у41С и вершина >4, проекти­
руется в центр правильного треугольника АВС  (рис. 363). Исполь­
зуя теорему о трех перпендикулярах, можно доказать, что ВСА.ААЬ 
а так как АД,||СС,, то СС, _1_СВ. Учитывая условие, можно утверж­
дать, что СС,В,В — квадрат. Так как 8 СС в в =  (}, то ребро приз­

мы равно д /0 ” и А К = Щ ^ .  Из треугольника А А ХК следует, что
уз

л К_ л [ ^ ~ _ < ? У з \ , , _ о  \ к - ^  № .....Л1 Д _  У ^  -$■— - ^ = - > Ь л в с — —  > V — Ь авс ' А хК — —  у р —
<?У2<Г

4

2) Расстояние от бокового ребра до диагонали противо­
положной грани равно расстоянию от бокового ребра до этой 
грани. Построим перпендикулярное сечение призмы. Пусть й — 
расстояние от бокового ребра до противолежащей боковой гра­
ни, т — сторона перпендикулярного сечения, противолежа­
щая этому боковому ребру, и / — боковое ребро призмы.
У =  5 -1 =  1-с!-т-1=\с1-(3,  где ($ — площадь боковой гра-

перп. сеч. 2 2

ни. Тогда У = ~ 5 - 4 0 =  100 см3.
118.6. 1) Так как А А 1А й =  А А ХАВ,  то вершина /4, проекти­

руется на биссектрису угла ВАБ,  т. е. на диагональ ромба АС  
(рис. 364). Используя теорему о трех перпендикулярах, можно 
доказать, что В О ± А А , .  Тогда В В 10 1й — прямоугольник. Пусть 
длина ребра параллелепипеда равна т. Учитывая условие,
имеем т2' ^ 2 = 3  и т = - ^ - . Опустим перпендикуляр А }Е  на АО

л р
и соединим точки Е и /С, тогда ЕК А -А й .  Из прямоугольных тре­

255



угольников А ХЕА, КЕА и А ХКА получим А Е = ~ ,  А К = т ^

т3У2 
— ^—  » зЛ ,/С = Д /т 2- ^ = ^ .  $ АВС0 =  т \  V =  8 АВС0' А хК- 

так как т = ^ ~  , то V =  5 У̂ ~ .

2) 30 У2 см3. У к а з а н и е .  Задача решается аналогично 
задаче 118.5 (2).

119.1. 1) 24 см3. 2 ) ^ ~ ~ . 119.2. 1) 72 Уб см3. 2) .

119.3. О — ^ -------• 2 ) ^ .
3 з т  а*соз а

119.4. 1 ) — р И — . 2) — •
51П ф  • СОЗ ф  ^

119.5. 1) Из точки Е (рис. 365) опускаем перпендикуляр ЕЕ 
на ребро ИВ и точку Е соединяем с точками А и С; А А Е С  =  а — 
линейный угол двугранного угла, образованного двумя смежны­
ми боковыми гранями. Из подобия треугольников ИОВ  и ЕЕВ

й О  ОВ Е Р -О В  п  г, а . аследует, что — = — у отсюда Э О =  рв , Е Е = - с { % - ,

ов= -?= .
у/з

Из треугольника ЕЕВ следует, что

Тогда
^ = д / ^ г - т с1&21 = ! Л / 3_с1д2^  •

.  а  о  .  аа-с1д— а-2 а с 1 в -
00 : 2  2

г А / з - а Д / з - с ! ^ !  > / з Г - Д / з - с ^ |



Рис. 367 Рис. 368 Рис. 369

К = 3
а2 Уз" а с ‘е 2 “ С‘8 2

А /з .у З -с * в * - | 1 2 у З -с » в * |-

П р и м е ч а н и е .  Ответ может быть получен и в такой форме:
а
7

О Ота соз —

12 " ^ 4  з т 2 у  — 1

2) Так как плоскости ЛЯС и ЛВС взаимно перпендикулярны, 
то высота пирамиды РК  принадлежит грани ЛЯС (рис. 366). Учи­
тывая, что две остальные боковые грани составляют с плоскостью 
основания равные углы, можно доказать, что ВК  — биссектриса
угла АВС. А К В С = 30°; К С = а -  1§30о= ^ ;  Р К = К С = - ^ = \  8АВС=

а2 Уз 1 а2 Уз а а3
= —^ з 2 уз 6 *

а3 У2~ соз
119.6. 1) — . У к а з а н и е .  Задача решается анало-

6 у — соз а
гично задаче 119.5 (1).

2) РОА.АВС  (рис. 367), РЕО =  А Р Р О  =  45° — линейные уг­
лы двугранных углов, которые образуют боковые грани с плос­
костью основания. Можно доказать, что ЕОРС — квадрат, и,
приняв его сторону за ху составить уравнение а =  х - \ - -^= . От-

уЗ
а У З ( У з - 1 )  а У З (У З -1 )

сюда х — — !— Ц------- - .  Высота пирамиды Н =  х = — 2 ^-------- - .
а2 Уз" 1 а2 УЗ аУз"(Уз"-1) а3(Уз"-1)

У =  4г° АВС—  2 ’ ’ ~  3 2 2 — 4
119.7. Объем правильного тетраэдра с ребром, равным а,

а3 У2 аравен — . Ребро каждого срезанного тетраэдра равно
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(рис. 368). Тогда его объем равен Объем многогранника
а3 л[2 . а3 Л/2 23а3 л/2* -г

равен ------ 324~=  324 Т о гд а

^многогранника __ 23в^ ^ __ 23
У  тетраэдра ~  *  '

119.8. -з-. У к а з а н и е .  Задача решается аналогично задаче
119.7.

120.1. 1) 20 см3. 2) П° У  .

120.2. 1) 120 см3. 2)

120.3. 1) . 2 ) ----- ^ ------* 01 е!81 81П а*со8 а

120.4. 1) 32я. ^  . 2) 8я</3
3 3 81П2 а*со8 а

120.5. 1) Если осевым сечением конуса является тупоуголь­
ный треугольник, то наибольшую площадь имеет сечение со взаимно

I? 1перпендикулярными образующими. 3 АРС= — , 3 АРВ =  — / Л з т  АРВ
1̂ 2 | 

(рис. 369). По условию задачи - у = / , 2-з1п АРВ,  з т  А Р В = - ^  и
А А Р В  =  150°, тогда А Р А О — 15°, Р = А О  =  Ь соз 15°, / /  =  / , - з т  15°.
У = -^  я /.2 соз2 15° • 7. з т  1 5 ° = -^ я 7 ,3соз 15°.

2) 60°. У к а з а н и е .  Необходимо воспользоваться тем, что 
сумма оснований трапеции равна сумме ее боковых сторон. Тог­
да боковые стороны равны 5 см и не представляет труда найти 
диаметр основания конуса, т. е. высоту трапеции.

120.6. 1 ) - [ я Я31826 7 ° 3 0 '= ]-я / / 3(У2 +  1)2. У к а з а н и е .  За-
дача решается аналогично задаче 120.5 (1).

2 )4 5 °. У к а з а н и е .  Необходимо доказать, что основание 
трапеции является диаметром основания конуса и равно 6 см.

120.7. На рисунке 370 ЕМ, РО и МО соответственно образую­
щая, высота и радиус основания конуса. Зная длины сторон тре­
угольника СМВ , можно найти радиус описанной около него

25окружности: МО =  — . Из треугольника АМЕ , где >4А1=10, МЕ =  8 
и АЕ =  б У З , находим косинус угла АМЕ:  108=  100 4-64 —

— 2 - 8 0  соз АМЕ, соз А М Е = - ^ .  Тогда <.%АМЕ

ЕО =  М О - \ ц А М Е - Ц - 3- ^ - - 1- ^ .  I
15 625л

—  448
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* о л о  15 625л УПГ з л/ о120.8.  ттггл см \ У к а з а н и е .  Задача решается ана-1344
логично задаче 120.7.

121. 1. 1) 

121.3. 1)

5яа1 ^ 1  см3. 2) 121.2. 1) - ^ с м 3. 2 ) ^ - .
и  Уз

3 см3. 2) 576я. 121.4. 1) 7 см3. 2) 8064л.
121.5. 1) На рисунке 371 ЕО ,/7— сечение плоскостью, прохо­

дящей через вершину О, и перпендикулярной 5 ,0 , .  Необходимо 
отметить, что ЕР\\АС, й хЕ \ А А х и О,/•'ЦОС,; ЕО =  /40 — /4,0, =  4;
ЕР =  4 У 2; 5 е о / = 1  Е Е -О ,/^  где 0,/С — высота пирамиды. По 

условию 8 Е01р =  6л /2 .  Отсюда следует, что 0 , / (  =  3.

У = 1 .3 (Ю 0  +  36+У Т00Т36) см3=  196 см3.
и

2) Объем тела вращения У = У АВсо— V'А00 (рис. 372);

У = ± п - А 0 { А В 2+ 0 С 2 +  А В - 0 С ) ~ ± п А 0 - 0 0 2=  

= 4 - я -АО(ОС2 +  А В -О С )= 1 г я А О -О С (О С  +  АВ)\
о о

А 0  =  ЗЛ/3,  0 0  =  3, ОС =  6.

У = 1 я - 3 У З - 6 - ( 6  +  3 )см 3 =  54яУ З СМ3.О

121.6. 1) 39 V3 „ яд м . У к а з а н и е .  Необходимо доказать, что
сечением является прямоугольник.

Л. 32 ОООя Уз" з 2 )  см3.

122.1. 1) 27я см2. 2) - ^ - д м 3. 122.2. 1) - ^ с м 3. 2) ^ р д м 3.
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122.3. 1) Да. 2) |л / 3 дм3. 122.4. 1) Нет. 2) 9л 15° 
8 дм .

122.5. 1) На рисунке 373, а показаны осевое сечение конуса и 
вписанного в него шара. Высота конуса #  =  3г. Радиус основания
конуса Р г д/з". Уконуса л • 3г2 • Зг Зяг3, Ушара яг3, УЖИдкости

4 я блг3=  Зяг3 — — лг3= - ^ —. Пусть х — уровень жидкости после того, как
1 лх3шар вынут из сосуда (рис. 373,6). Ужидкости= - л  — • * =  д 

- =  - у - ; ^ = 1 5 ^ ,  х =  г п\]Т5.

2) О! — центр вписанного в пирамиду шара (рис. 374), /СО,
РК РО\

биссектриса А Р К О . КО щ -  т г = ! ; ' К - 15 Р 0 =
=  Д/225 — 81 см =  12 см. Радиус сферы Р — -т Р О = — см. Площадь

о 1
81сферы 5  =  4л • — , 5  =  81л см2.

122.6. 1) 4500л см3. 2) 16л см2. У к а з а н и е .  Задача реш а­
ется аналогично задаче 122.5 (2).

122.7. Пусть /? — радиус вписанного шара, ср — величина 
угла между образующей конуса и плоскостью основания
(рис. 375). Радиус основания конуса г =  /?с1§-|-. Высота конуса

н = р  с 1 е | - 1 е  ф-

Уконуса = Т  с !в 21 -  ^  с1е 1 -  Ф =  ----■? ?
2я Я3

шара

3 ^ 1  3 .8 4 ( 1 - 1 8 = 1 )  '

Исходя из условия, имеем 2я К3

3 , 8 4 ( , - , 8 4 )
9 4 ттР3- 4 • з  п Р  .

а)
Рис. 373
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Рис. 375

Пусть 1§2-^= а> > 0 . Тогда получаем уравнение 9а2—9а +  2 = 0 , 

корни которого а, = -^  и а2= - | ; и ф =  60° или - |-=

.V ? л /ё
=  3 ~  И ф =  2 а г с !§ -^ - .

Уз122.8. я  —4агс1д — или я  —4 а г с 1 д -^ - . У к а з а н и е .  З ад а­
ча решается аналогично задаче 122.7.

123.1. 1) а) В плоскости Оху, б) 2) 0.
123.2. 1) а) В плоскости Оху, б) 7. 2) 0.
123.3. 1) а) Параллельно плоскости Оху, б) 10. У к а з а ­

ние .  Высота Н пирамиды равна модулю разности аппликат вер­
шины пирамиды и вершин основания; Я  =  3. 2) 0.

123.4. 1) а) Параллельно плоскости Оху, б) 10. У к а з а ­
ние .  См. указание к задаче 123.3. Н = \ — 5 — 11 = 6 .

123.5. 1) Пусть координаты вершины О ( — 2; 0; г), где 2 > 0
(рис. 376), /40 {— 2; 2; г), В С {2; 0; 0}. Если ф 
мыми АО  и АС,  то

угол между пря-

соз ф =  1 2
2 л[ 0 + 7

2 1= — . Учитывая, что 2 > 0 ,  полу-По условию ф =  60°, тогда — — 0
у 8 2?

чаем ;г =  2д/^Г. В таком случае АС =  2, ВС =  2, ВЭ =  2л/2  и на­
хождение площади поверхности тетраэдра не вызывает затруд­
нений. Она равна 2 (З +  д/^+д/З^).

2) Поместим куб в прямоугольную систему координат, как 
это показано на рисунке 377. Положим, что ребро куба равно 1.
Тогда Е (1 ; 0; { ) ,  / ? ( 1 ;  1; | ) ,  В, (0; 0; 1), Л4 (1; 1 ;  о) и
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Ё Р { ~ \  1; О}, В,Л*{1; 1 ;  - 1 } .  Отсюда ~ЁР-ВХМ =  - | + - |  +  

+  0 =  0.
123.6. 1) 4 (2  +  д/1Г). 2) 0. У к а з а н и е .  Задачи решаются

аналогично задачам 123.5 (1, 2).
124.1. 2) а) Параллельны; б) пересекаются; в) скрещиваются.

3) 17 '
124.2. 2) а) Параллельны; б) скрещиваются; в) пересекаются.

3 ) | .
2 Л/з" 1124.3. 2) агс!д — . 3)  —. У к а з а н и е .  Объем призмы

О О
А Е В й Р С  равен произведению площади перпендикулярного сече­
ния КЕВ на длину бокового ребра АО  (рис. 378).

2 у/з124.4. 2) агс1д- . 3) -х ■ У к а з а н и е .  Объем пирами­

ды САЕРВ равен — 8 аеевСЕ, где СВ — высота этой пирамиды 
(рис. 379).

124.5. Пусть АЕР  — искомое сечение, тогда АК\ А.МК  и ЕР\\ВС 
(рис. 380). Пусть сторона основания пирамиды равна а и угол х  —

угол между ребром АМ и плоскостью сечения. А К { =  а ■

—  Ъ а \ К х К = а ^  а г \ о — а У $ . 1 /1 У —  а  асоз 6 0 °=  " ,у" ; М К  *=--------------- ]=
4 2 у З - с о з  60° у з

31П 60° =

= - ^ ; Л П С ,=

— МК — К 1К-
а У з а МК\ 1 _

■~г~ л---------- 7=’ т т = 7 '  Тогда для построе-Л/З 4 4 д/з Л̂.АГ 3
ния сечения необходимо апофему пирамиды МК  разделить в от­
ношении 1:3 и полученную точку /С, соединить с вершиной пира­
миды А. Через эту же точку провести прямую ЕР, параллельную
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Рис. 379

ВС. Пересекающиеся прямые АК\  и ЕР задают плоскость сече­
ния. Треугольник АЕР  — искомое сечение. Из подобия треуголь-

ЕР МКников ЕМР  и СМВ следует, что — = ~п 1г -  Отсюда ЕР =
ВС-МК , « .
— Ш Г = Т  18 *■

’ ВС МК ■
МК, 1 . 1-г— = — =  и * = а г с ! д — = .  
А К , з У з  з У з

1 а  За
2*Т’Т

За2

За^
32

а «3УЗ
3 32 4 ^ 3" 384

а3 Уз"1 а г У з  а

У М А Я Г  ТГ

а3 УзГ а3 Уз" _  15а3 У з в И,
‘ ТГ24 384 384

_1_ 
15 *

Уб" з124.6. 2) а г с з т . 3 ) т - .  У к а з а н и е .  Искомое сечениео о
изображено на рисунке 381, где и ЕР\\АВУ А М С К  =
=  х  — угол между ребром МС и плоскостью сечения, причем 

км51П Х = СМ '

125.1. 2) агс!д 2. 3) . 4) 4 „ я 2.

У^125.2. 2) агс1дУ 2. 3) а2У З . 4) 3 .

4/?2с4д2-̂ - . .
125.3. 1) — —  . 2) 2 Я со82|- .  3) а гс1 е(т^ = Д

125.4. 1) ^  2 ^  . 2) 2/? соз2 . 3) а г с 1 § ( - ^ \
соз а * \  ^ /
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125.5. Зная площадь описанной сферы, находим ее радиус: 
Ясферы=^= • На рисунке 382 0 3 — центр описанной сферы, а В 0 3 —

ее радиус. А С = 2 Я  з т  2а, где /? — радиус основания цилиндра, 
Из прямоугольного треугольника В 0 20 3 находим 0 20 3=

2 81 п 2а

а  V — соз 4а _  , ч—  ------------ . Высота цилиндра (и пирамиды)= Л 1 Г .  _
у  2 4 з т 2 2а 2 зш 2а

Я =  -?-~У....с?5.4!1.. . Площадь боковой поверхности цилиндра
81П 2а

5  =  2я/? Я  — С05 4а . ^ В О Я  =  ф — угол между ребром ОВ
з т  2а

и плоскостью ЛОС. Из треугольника ОВВ находим, что 1&<р =
ВВ зш2 а . з т 2 а=77д =  ---------- ; Ф==агс1е . . . . .----------------------

^  V - соз 4а у ~ ? 08 4а
I/ _  1 а2 а яа2Я
"пиоамиды о *  л * “  > * цпирамиды з  4  цилиндра 4 8}п2 2а *

Отсюда ^пирамиды — 2 51п2 а ‘51п 2а
V  Зяг цилиндра и

СОЗ —2 ® л» 2 ®■ — 2 з т  а-соз —



Ответы к контрольным заданиям
1.1. 1) 42 см или 8 см. 2) 78°. 3) Две точки вне отрезка АВ,  на 

расстоянии 2 см от его концов.
1.2. 1) 27 см или 3 см. 2) 120°. 3) Таких точек нет.
1.3. 1) 33 см или 3 см. 2) 126°. 3) Две точки вне отрезка АМ, 

на расстоянии 2 см от его концов.
1.4. 1) 29 см или 21 см. 2) 100°. 3) Таких точек нет.
2.1. 3) а) 110°; б) 2 см. 2.2. 3) а) 73°; б) 26 см.
2.3. 3) а) 4 см; б) 115°. 2.4. 3) а) 50°; б) 140 мм.
3.1. 2) 27°, 27°, 126°. 3.2. 2) 64°. 3.3. 2) 106°. 3.4. 2) 46°.
4.1. 1) 80°. 2) Может быть 39°. 3) 36 см.
4.2. 1) 100°. 2) Может быть 79°. 3) 24 см.
4.3. 1) 65°. 2) Может быть 69°. 3) 21 см.
4.4. 1) 100°. 2) Может быть 74°. 3) 13 см.
5.1. 2) 5 см. 3) 30°, 120°, 30°. 5.2. 2) 14 см. 3) 45°, 90°, 45°.
5.3. 2) 14 см. 3) 120°, 30°, 30°. 5.4. 2) 28 см. 3) 45°, 90°, 45°.
6.1. 1) 50°, 50°, 80°. 2 ) 6 ) 31  дм. 6.2. 1)60°, 120°. 2 ) 6 ) 41  см.
6.3. 1) 15°, 75°. 2) б) 23 см. 6.4. 1) 25°, 25°, 130°. 2) б) 41 см.
7.1. 1) 780 см2. 2) 160 см2. 4) 6 см.
7.2. 1) 154 см2. 2) 100 см2. 4) 3 см.
7.3. 1) 15 см. 2) 54 см2. 7.4. 1) 12 см. 2) 96 см2.
8.1. 1) б) 3:1; 9:1. 2) 3 6 УЗ см2. 3) 8 см.
8.2. 1) б) 4:49; 2:7. 2) 64 см.
8.3. 1) б) 4:25; 2:5. 2) 28 см. 3) 3 см.
8.4. 1) б) 1:4; 1:2. 2) 80 см2.
9.1. 1) 25°5Г, 64°9/, 18,1. 2) 28,2 см. 3) 2а з1п | ; 2а соз ± . 4) .

9.2. 1) 55°, 35°, 7,2. 2) 72,9 см. 3) — ^ ; й . 4) - .
2с08т  р

9.3. 1) 33°55', 56°5', 0,35. 2) 24,4 см. 3) ; а  а. 4) — .
соз а У

9.4. 1) 50о42', 39°18', 23,5. 2) 21,6 см. 3) а з т  а, а  +  а с о з а .

10.1. 1) 1бУГ см. 3) 4,8 см. 4) Нет.
10.2. 1) 12Л/2” см. 3) 3 см. 4) Нет.
10.3. 1) 5 см. 3) 30°. 4) Нет.

10.4. 1) ^ ^ с м .  3) 45°. 4) Нет.

11.1. 2) а) 0/4,=-^- ОВ +  ̂  ОС; б) возможно, х =  — .3 )  — 4.

11.2. 2) а) ВЛ4 =  Д С - |Л С ;  б) нет. 3) — ^ .

11.3. 2) а) СО =  СР+-^-СМ ; б) возможно, г/= —0,5. 3) МА =  
=  — 1 ,5МС.
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11.4. 2) а) М О = ^ М Н - Р Н ;  б) нет.
12.1. 2) ( х + 3 ) 2 +  («/ — 2)2= 2 5 . 4) Нет.
12.2. 1) 17. 2) Д а. 4) Одну точку.
12.3. 2) (х —2)2 +  (г/— 1)2 =  25.
12.4. 1) 17. 2) Не принадлежит.
13.1. 1) 0,64. 2) 41,2. 3) Треугольник остроугольный.

4) а2 з т 2 За з т 4 з т 2 а.
13.2. 1) 9,91. 2) 1,21. 3) Треугольник тупоугольный. 
62 81П2 3® 3!П 4®

4) --------  •3111 ф
13.3. 1) 0,53. 2) 27,7. 3) Треугольник остроугольный.
,2 . ф • 2 Ь 51П 31Г ф

4> 2 Зф  '
25,п —

13.4. 1) 25,6. 2) 0,52. 3) Треугольник тупоугольный.

4)
а2 з т 2 — а з т  2а

З .П  -

14.1. 1) 18л дм2. 2) 90°. Ъ) ЬЛ[Ъ см.

14.2. 1) 48л см. 2) 20°. 3) |У б  см.

14.3. 1) 576 см2. 2) 6 4  я. 3) 21 УЗ см.
О

14.4. 1) 72 У Г  дм2. 2) 48л см2. 3) -трУб” см-

15.1. 1) 1,8 см. 2) 0,8; 0,75. 3) 4 см, 5 см, 6 см2. 4) СО =  СВ +
+  0.64Д4. 5) 6,25я см2.

15.2. 1) ЗУ З см; 2 4 У Г  см2. 2) 2У§7^ см. 3) Равносторонний. 
4) Ъ Е =  -  СО +  0,75СВ.

,5.3. 1| 1 ^ с м ;  2) 5:3. 3)

4) ~ВЕ =  0 , 2 А О - А В .
15.4. 1) 4 см; 12 см2. 2) 0,6; 0,75. 3) 3,6 см. 4) ~АК =  АС +  

+  0,72С б. 5) Зя см.
16.1. 2) Скрещиваются, 50°. 16.2. 2) Скрещиваются, 35°.
16.3. 2) Скрещиваются, 55°. 16.4. 2) Скрещиваются, 65°.
17.1. 1) 12 см2. 3) Нельзя. 17.2. 1) 108 см2. 3) Пересекаются.
17.3. 1) 14 см2. 3) Можно. 17.4. 1) 124 см2. 3) Пересекаются.
18.1. 1) 17 см. 2) 30°. 3) Квадрат. 18.2. 1) 17 см. 2) 60°. 3) 90°.



18.3. 1) 11 см. 2) 30°. 3) 90°. 18.4. 1) 12 см. 2) 45°. 3) Квадрат.

19.1. 1) 96 см2. 2) а) 25- ^ <Д̂ +1) см2; б) Ц ^-сн .<5 2
19.2. 1) 8 УЙГ(\/2 +  1) см2. 2) а) 48 см2; б) У з см.

19.3. 1) 162 см2. 2) а) ® ^ 1(1+ у§Г ) см2; б) ^ - с м .

19.4. 1) 8Д/7"(1 + У З )  см2. 2) а)64У З (2 + У Г ) см2; б) 2 У Г  см.

20.1. 1)а)ЛО,;б)лД 2) { с+13.  3) |Н + |б  + с.

20.2. 1) а) ЛО; б) о Д  2) _ | Б  +  1 с+ ± 2. 3) 1Н +  ± * + с .

20.3. 1) а) 5,Л; б) СС,. 2) — а + - ^ -с + ^ й .  3)

+ ! * •
20.4. 1) а) Ж  б) ЛО,. 2) с. 3) +  5 +

21.1. 1)150°. 2) - 4 У 2 - 3 2 .  3) а ) ^ ;  б) а г с с о з ^ .  4) Плос- 
кость Охг.

21.2. 1) 135°. 2) 4 - З У Г .  3) а) 6 Уб"; б) а г с с о з ^ .  4) Ось Оу.10
21.3. 1) 150°. 2) —32,5. 3) а) У5"с; б) агссоз-^^-. 4) Плос­

кость Оху.

21.4. 1) 45°. 2) - б д / 3  - 1 6 .  3) а) б) а г с с о з ^ .  Ось Ох.2 1о

22.1. 1) 3 см. 2) 0,5лС2(1 + У 2 ) . 3) Щ-1..

22.2. 1) 4 см. 2) 4ла2. 3) 0,5 УГ а.

22.3. 1) 5 см. 2) л/?2(1 + У 2 ) . 3) ^  Я.

22.4. 1) 5 см. 2) 2я#2(1 + У Г ). 3) 0,5 У2"7?.

23.1. 1) 48 см3. 2) 1^ 1221^ 1.1 . 3) з у з  см.
О

23.2. ,)  ^ с м » .  2) ^ ‘Ц . .  3) ^ см.
05 соз а ф *

23.3. 1) - ^ с м 3. 2) —  с<̂  . 3) 2У 2 см.о 2 ОЭСОЗ -
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23.4. 1) 2) 2пт' Л>/™* . 3 | 4 см.
3 « » • !

24.1. 1) 48. 2) 12 У 7. 3) а г с с о з |.  4) 36.
с . 625я с . . У ! ?5) —— . 6) агсзш .

24.2. 1) бУ&Г. 2) 12У З. 3) агссоз-^ 4) — 12. 5) ^ ( У Т Т - 2 ) 3.о о1
. зУ396) агсзш

24.3. 1) 32У 7 . 2) , 3) 2 а г с 1 § г ^ . 4) 48. 5) 2°4̂  .

агсзш -^у—.

24.4. 1) 6 У З . 2) 3. 3) агс1е 2Ё. . 4) — 3. 5) ^  п. 6) агсзш .
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